
PROBLEME (11 points)
Pour tout entier naturel  n ( n ≥ 2 ), on considère la fonction   définie sur IR par  ( x ) =  si  x  0 et  ( 0 ) = 0  et
(  ) sa courbe représentative dans un repère orthonormal  ( O ,  ,  ).
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.
Pour tout entier naturel n supérieur où égal à 2 , on considère la fonction  définie sur IR par  ( x ) = ( n – x )  -  n .
1°a) Calculer les limites de  en +  et en -  .
b) Etudier les variations de  puis dresser son tableau de variation.
2°a)Calculer  ( 0 ) puis montrer que  - n  > 0 pour tout entier n supérieur ou égal à 2.
b) Montrer que l’équation  ( x ) = 0 admet une seule solution non nulle   [ n – 1 ; + [ .
c) Monter que  ϵ [ n – 1 ; n ] puis en déduire que la suite (  ) est croissante.
3° Déterminer le signe  de  (x ) sur IR .
4°Déterminer les coordonnées du point  où la courbe représentative de la fonction  admet un maximum et en 
déduire que le point  appartient à une courbe dont on donnera une équation.
Partie B : Etude des fonctions  .
1° Etudier la continuité et la dérivabilité de  en 0 puis donner une équation de la tangente (  ) à (  ) au point
D’abscisse 0 ( pour la dérivabilité on supposera deux cas : n = 2 et n > 2 ) .
2° a) Calculer, selon la parité de n , la limite de  en - .
b) Calculer la limite de  en + et donner une interprétation géométrique du résultat.
3°a) Calculer la dérivée de  et vérifier que pour tout x non nul, ( x ) =  .
b) Etudier ,selon la parité de n ,le signe de  ( x ) sur IR puis dresser le tableau de variation de  dans chaque cas.

5°Construire dans le même repère les courbes (  ) et (  ) .( on prendra   1,9 et   2,9 ) .
Partie C :Etude d’une suite
Soit  la fonction  définie sur I = [ p – 1 ; p ] par  ( x ) = p -  où p est entier supérieur ou égal à 2.
On considère la suite (  ) définie par  = (  ) pour tout n   IN et  = p – 1 .
1°Montrer que pour tout réel x ϵ I , les équations  ( x ) = 0 et   ( x ) = x sont équivalentes.
2°a)Montrer que pour tout x ϵ I on a  ( x )  ϵ I .
b) Démontrer que I  ( x ) I    pour tout réel x ϵ I .
3° On pose  =  pour tout entier p  2.
a) Démontrer que pour tout n ϵ IN ,  ϵ I .
b) Démontrer que pour tout n ϵ IN :  |  -  |    |  -  |  puis |  -  |.En déduire la convergence de la Suite (  ) et préciser sa limite.
c)Déduire de la question précédente une valeur approchée à  près de  .
Partie D : Suite définie par une intégrale.
Pour tout entier n  2 ,on définit la suite (  ) par  = ( x ) dx .
1° Justifier l’existence de la suite (  ).
2° Démontrer que la suite (  ) est décroissante et minorée par 0 .Que peut – on en conclure ?
3°a) Montrer que pour tout réel x strictement positif :  - 1 > x . Et que pour tout réel x ,positif ou nul : ( x )   .
b)En utilisant la question précédente, montrer que    pour tout entier  n  2 . En déduire la limite de (  ) .

