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Exercice l : (opoints) 

On considère les nombres complexes z et Z tels que z:::; 2cos2 8+isin28 et Z =~ avec 

] n n[ . z 

Be -2; "2 . 

On désigne par m et M les points du plan complexe d'affixes respectives z~ et z. 

1. a. Déterminer le module et un argument de z. 
b. En déduire un le module et un argument de z . 

2. Montrer que: z::;: : (1-tan2 0)"", ~ itanO. 

3. Soit (r) la courbe d'équation: x 2 +l- 2x = O. 

a. Préciser la nature de (r) et déterminer ses élémen!s caractéristiques. 

b. Montrer que: mE (r). 
4. Soit (0) la courbe d'équation: 4x+4y 2 =1. 

a. Préciser la nature de (0) et déterminer ses éléments caractéristiques. 

b. Montrer que: Me (0). 

Exercice II (opoints) 

f(X)=X[1-(lnX)2] six>O 
Soit f la fonction définie par: '.

{1(0)= 0 

Soit (C) la courbe représentative de 1 dans un repère orthonormal (0; 7; i) . 

1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de 1 sur1!Û'J"~::J,; [ 
b. Etudier les variations de f. 
c. Quelle est la nature de la branche infinie de (c). 
d. Montrer que (C) admet un point d'inflexion. Ecrire l'équation de la tangente à 

(C) en ce point. 

~ 

i 1 



2.	 Démontrer que pour tout entier naturel n z2 , on a : 

'if xeD: l(n+2) (x) =(-If+l ;+1 (nl)[lnX-t .2..] où fn+2) désigne la dérivée d'ordre 
, x p=2 p 

n+2 de f. 

3.	 Soit x un élément de 0:. On admet l'existence de B tel que Be ]0 ; I[ et 

1 (x) = xi'(Bx) 

a.	 Démontrer que 0 est solution de l'équation: (ln 0)2 +2(lnx + 1)lnB+2lnx=O. 

b.	 Résoudre cette équation. On note BI et B2, les solutions (BI < O2 ), 

c.	 Calculer ln0l + InB2 et (lnBl )x(InB2 ). 

Exercice In : (6points) 
X x 

Soit f l'application de lffi. vers lffi. définie par [(x) = ln e +e­
2 

1.	 Etudier les variations de [et montrer que pour réel x,[(x) ~ O. 
2.	 a. Démontrer que, pour tout x élément de lffi., 1['(x)1 < 1 et ('(x) =1- [((x)]2. 

b. Dém ntrer que, si x appartient à ]-1; 1(, il existe un unique réel X~tel
 
-- -- que f '(X) = x. ,- -', ­

Ecrire X en fonction de x. Puis démontrer que ((lffi.) =: ]-1; 1[. 

3.	 Dans la suite de l'exercice, on prendra X = iln(~~). 

Soit n un nombre e~tier naturel, X un nombre réel et In(X) = fox[((u)]ndu. 

a.. Justifier l'existence de In(X). 

b.	 Calculer Io(X) et I1 (X). 

c.	 En utilisant [f'(X)]Z = 1- t"(X), démontrer que pour tout n ~ 2, on a : 
In(X) =: In-z(X) - _l_[f'(x)]n-l.

n-l 

d.	 Déduire de ce qui précède que, pour tout p entier naturel non nul 

12p (X) =X - L~=12k~1 [f'(X)]Zk-l (1) et 12P+1(~) =: ln eX+2~-x - L~=l:k [((X)]2k (2) 

e.	 Démontrer que pour tout p entier 'naturel on a : 0 :$ f;[f'(u)]ZPdu :$ X[f'(X)]2P. En 

déduire, X étant fixé, que la suite de terme générale fox[f'(u)FPdu est 

convergente et préciser sa limite. 
4. En utilisant la relation (1) et en posant X = tC~:)J démontrer que pour tout x fixé de 

2k-l	 • 

[0; 1[ la suite (Ep(X))PEN définie par: Ep(x) =: tex) ..., E~=l ~k-l a pour limite O. En 

déduire un résultat analogue pour x élément de ]-1; 0[. 
5. En utilisant le relation définissant Ep(x) pour x =: i et p = 3, préciser a, une valeur 

approchée de ln2.
 
Comparer a et la valeur donnée par la calculatrice. Puis préciser un majorant de
 
ln2 - a.
 



EXERCICE IV : (4 points) 

1. a. Soient a. b. c et d des entiers relatifs. Démontrer que si a == b[7] et c == d[7] 6 

alors ac s bd[7]. 

b.	 En déduire que pour a et b entiers relatifs non nuls, si a == b[7], alors pour tout 

entier naturel n an ==bn [7]. 

2.	 Pour a=2 puis pour a=3, déterminer un entier naturel n non nul tel que: an ==1[7]. 

3.	 Soit a un entier naturel non divisible par 7. 

a.	 Montrer que: a6 == 1[7]. 
b.	 On appelle ordre de a[7], et on désigne par k, le plus petit entier·naturel non 

nul tel que: ak ==1[7]. 

rMontrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie: a =1[7]. 

En déduire que k divise 6. 

c.	 Donner l'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et ? 
4.	 A tout entier naturel n, on associe le nombre: A" = 2n +3n +4n +5n +6n 

• 

Montrer que: ~OO6 =6[7]. 
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