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MATHEMATIQUES
BAC Blanc n°® 2

Serie :C

Coeff.:5
Duree :4 h
EXERCICE I

L'unité choisie est le centimetre.

Dans le plan orienté, on considere deux points Aet O tels

que AO=1,5.

Soit f la similitude de centre O, derapport 2 et d'angle de
2

mesure 5. On pose B = f(A)et C = (B).

1°) a) Construire les points B et C.

b) Démontrer queg est une mesure de l'angle

(BC BA )et que : BC =2BA.
En déduire quele triangle ABC est rectangle en A.

2°) Soit R la rotation de centre Aet d'angle de mesure% .

On désigne par D, E et F les points tels que B = R(D), E =
R(C) et F =£(D).

a) Construire les points E, D puisF.

b) Démontrer que les points A, D, B et O sont
cocycliques.En déduire que B, F, C et O sont cocycliques.

) Soit (€)le cercle circonscrit au triangle ABD; (€') le
cercle circonscrit au triangle BCF; (€") le cercle circonscrit
au triangle ACE.
Démontrer que les trois cercles ont le point O en
commun.

EXERCICE I
Soit la suite (u) de premier terme u, égal a 5 et définie
par la relation de récurrence :
2un+ 4
Un+1 = u, + 5
1°) a) Démontrer que pour tout entier n: u,> 0
b)Démontrer que pour tout entier n: uy= 1.
2°) Donner dans un repére orthonormé ( O, I, ]J) une
représentation graphique de la fonction f définie sur
2x+4
x+5
Utiliser cette représentation graphique et la droite (D)
d'équation y = x pour placer u, u; et u sur l'axe des
abscisses.
D'apres le graphique, quelle hypothese peut-on faire sur
le sens de variation dela suite (u) et sa limite ?
3°) Soit (v) la suite réelle de terme général v, tel que:
un-1
u,+4 °
Démontrer que (V) est une suite géométrique et en donner
le premier terme et la raison.
Démontrer que(v) est convergente et calculer sa limite.
4°) En déduire que (u) est convergente et calculer sa
limite.

]-5,+[par: f(x)= (unité:2cm).

V=

PROBLEME

Partie A:

On considere la fonction f définie sur IR par :
f(x) = x elx,

1°) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa
courbe représentative (C) dans le plan muni du repere
orthonormé (O, I, ]) [unité: 3 cm .
2°) u est un réel strictement positif.

Déterminer l'aire A(u) de la région du plan comprise
entre la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x =0et x =u.

3°) Calculer Lm  A(u)

u—>+oo

Dans la suite du probléme, n désigne
un entier naturel non nul.

Partie B:
On considere les fonctions f, définies dans IR par :

n
f(x)= ﬁT el-x,
1°) Etudier les variations des fonctions f, et f3 et
construire leurs courbes représentatives respectives (Cy)
et (C3) dans le méme repére quela courbe (C).
2°) Etudier, suivant la parité de n, les variations de la
fonction f, et donner ses limites aux bornes de son

ensemble de définition.
Démontrer que pour tout entier nonnuln: f',=f.; - f,.

Partie C:
On considere les fonctions ], définies dans IR par :

100=J  f(t.

1°) Justifier 1'existence de]J,.

2°) En utilisant la relation de la question B-2, calculer
Ja(x) - Jn1(x) pour tout réel x. -

3°) Démontrer que pour tout réel x, et pour tout entier

natureln=2, ona: J(x)=J,(x)- i fi(x).
k=2

n vk
En déduire que : Ja(x) = e - el-x [ E F] .
k=0

4°) Dans cette question, on suppose que x est élément de
[0, 1].

a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul:

O<f (x) < f(1).
b) En déduire que pour tout x élément de [0, 1],

1
o) <0

c) Calculer la limite de ], (x) lorsque n tend vers + .
d)Démontrer que pour tout x de [0, 1],

. x2 x3 xn
Im (1+x+5+77+.. +-7)=¢
T s : .
N0 2 "3 n!
Partie D.

1°) On suppose n pair. Etudier les variations de J, surlR;
préciser les limites de J(x) lorsque x tend vers + et - co.
Déterminer le nombre de solutions dans IR de I'équation

Ja(x) =e.
2°) On suppose n impair. Etudier les variations de J, sur
IR ; préciser les limites de Jn(x) lorsque x tend vers + « et
- o0,
Déterminer le nombre de solutions dans IR del'équation :
Jn(x) = e. Préciser le signe de chaque solution.
3°) Déterminer, suivant la parité de n, le nombre de
solutions dans IR del'équation :

x2 x3 XN

(I+x+75 +3r +. +7)=0
On ne calculera pas les solutions
Tableau de valeurs
x [-3 [-2 [-1 |1 3/2 |2
ex 10,050,1310,37 12,72 |4,4817,39
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1°b) B = f(A) et C = £(B) donc BC = 2 BAet (AB,BC) = %

3 [2x]<=> (AB,BA)+

(BA,BC): = 2] <=> (BC,BA )=m- ZTH =§ [27]
Dans le triangle ABC soit M le milieu de [BC]. On a doncBM = BA et I'angle B de
mesure g le triangle ABM est doncéquilatéral. Alors BC =2 AM et (AM) est donc

la médiane d'un triangle rectangle.
2°b) Le triangle ADB est équilatéral par construction. Dong, le point D est le

- —

symetnque de A par la réflexion d'axe la médiatrice de [AD] Ona donc (AD,AR)
— 5

=- (DA DB) Donc (DA,DB)=- 3 .Or B = f(A) d'ou (OA OB) = 3 . On a alors
- =

(OA,0B)= (DA DB) [rt]. Les points n'étant pas alignés, d'apres le théoréme de la

cocyclicité, on en déduit qu'ils sont cocycliques et appartiennent au cercle (€).

B, F, C et O étant les images respectives par f de A,D, B et O, ces quatre points

appartiennent a l'image par f du cercle circonscrit au triangle ADB. Ils sont donc

cocycliques et appartiennent au cercle @).

EXERCICE I

1°) a) Un raisonnement par récurrence nous permet de démontrer le résultat

pour toutn, u> 0.
5

b) pour cette question écrire u, sous la forme u, =2 - et faire un

[$1)

u =

n

raisonnement par récurrence siu,#1 onau,+ 5= 6 done —#1soitu,,, #1
u

n
2°) D’apres le graphique on peut conjecturer que la suite u est décroissante et
qu’elle tend vers 1.

Uy,;-1 u,+5

S ——-——,_u —
“+5
up=1 1
T6(u, +4) 6

La suite v est donc une suite géométrique de premier terme v, = 5 et de raison q =
~

1 . . .
g‘ Sa raison étant strictement comprise entre - 1 et 1, elle converge vers 0. Or, u

4v, +1 ;
4 = ——— donclimu, =1.
2°c) C = f [ f(A)] donc (OA OC) 3 de plus E = R(C) done, avec un 1-v,
- - - —
raisonnement identique a la question précédente, on a (AC,AE) = - (ECEA).
- —
Clest a dire (OA,0C) = (EA EC) [n].Les points n'étant pas alignés, ils sont
cocycliques et appartiennent au cercle (€”). Le point O est commun aux trois
cercles.
1 x> 1 impai n pair
lim f,(x) = lim Exzel'x= lim — Ee:O, T 5 —
PROBLEME o~ ¢ FF o Fo— | [ =1 F1 =
Partie A: Carxl‘l'rix—z-=+m ¢ | ) \ v
19 () =(1-x)e™ . 1 ’
lim f(x) = lim x ™ =- oo, fZ(X)_ZX(Z-X)e ) '“1 2 1 2 !
e e - PR I ERNLINTS 1x 0l _1x_ L on _lx
carxlirgu(l—x)_+ etxlirge =+ X |- 0 2 + 00 () nlx (n-x)e -1 € n!X e
lim £(x) = lim x ™= lim 2 e =0 f0) — 0+ 0 — Done £/, = £,109 - £.09.
ey x=r@ X v @ g 5 Partie C:
. TR - 1°) Pour tout n, entier naturel, f, est le produit de
car xl_l.rf}, = e £69 deux fonctions continues et dérivables sur |- oo} + oo [
Le signe de '(x) est le méme que celui de 1 - x. doncf, est aussi continue et dérivable, en particulier
- 0 0 f, est continue sur l'intervalle [0, x ] et admet donc
f( — 1 — sur cet intervalle une primitive qui s’annule en 0.
O —4— 0o — 1 J.(x) est cette intégrale.
1 fi(x) == x* e,

f(x)

-

- oo

[0]

: |
2°) Sur l'intervalle [ 0, u ], f(x) étant positive, on a : ,}lrﬁ fa(x) = }er; gxg e

u u u
Alw)= _ 2 dx == (-x) e"™* d ) x

(u) fof(x)dx J;xe % j;(x)e X car hme—3=+m
Faisons une intégration par parties : ETIX
Posons v(x) = x et w/(x) = ™™

1
f4x) = = x*(3-x)e'™
alors v/ (x) =1 et w(x) = -€' ¢ 6

6
\ lim f4(x) = lim -16— X el* =

21,0910 = [} £, dt- [ £20 de= f: £,0 -,

it (B dt=- ﬂ O dt=-[£,0 5 =-£.(x).
— lim ﬁ le -0 3°) Soit pour n=> 2 la proposition p(n) définie par :
xer=e” 6 ’ S

109 =116 - Z £09
« on vient de vérifier queJ,(x) - J(x) = - £,(x) soit que
T,(x) =J,(x) - £,(x). C’est a dire que p(2) est vraie.
® Soit n > 2 tel que p(n) soit vraie. D'apres C2, on a

X -0 0

A =[-xe™]§- f:— e™dx =

3¢
[-xel-x]g -[e™]; =e-e"™-ue™ 0

Tot 00 =T = £1a(X), 01 J,00 = 1(x) - Z £,60

A(u)=e-e"™ - ue'™ unités d’aire
=9 (e-e™-ue™emi

3) lim Aw=9 cm?.

Partie B: i

£()

done, 1 () =] (0 - £,4 () .

=N~ Z £,00) - £ () =T3(x) - Z £(%).
Donc p(n+1) e;t vraie. i

0 ® en conclusion, pour toutn=>2,

1°) £,(x) = % x2 e,
lim f,(x) = lirﬂl,,% Xt e =+ oo,

chacun des cas.

2°) L’étude des fonctions f, lorsque n est pair est
identique a celle de f, et lorsque n est impair a f,.
D’ol les tableaux de variations ci-dessous, pour

L) =J()- 2 fi(x). C'est a dire donc que:

n Lk
S C S - T, TR X
4 K

Ja () = AR)- 2
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4°) Nous avons vu dans la question B2 que sur
l'intervalle [ 0, n], pour tout n, la fonction f, est
croissante. Elle est donc croissante sur 'intervalle [ 0
,11]; dong, pour tout x tel que0<x <1 ona f,(0) <
f.(x) < f,(1) <=> 0<f,(x) < f,(1).
En utilisant le théoreme de comparaison des
intégrales, on obtient

Osj: £.(%) dxsj: £.(1) dx
<=>0<] (x)<xf(1)sf(1)carx<1

=e-e€

donc 0 < J,(x) < = or lim ll = 0 alors, d’aprés le
n! n

théoréme des gendarmes, l_iyn. J.(x)=0.

2 n k
%X X & _ X x1
1+x+2+3+...+n!— > kl—[e—]n(x)]e

2 n
. x°  x X

donc: im 1+ Xx+ —+—+..+ — =e(dl) =€~
-] 23 2l

Partie D.
1°)], étant la primitive de f, qui s’annule en 0, on a
F', (x) = f(x). Le signe de F’ (x) dépend donc

n pair essentiellement de celui de
X |e 0 +=| f (x). D'apres l'étude de la
rof +— o — question B2, nous en

déduisons : que si n est pair,

e
11.(x) / f,(x)=0sur ]- o, + o [ donc

oo que J, est croissante sur cet
intervalle.

n k

- 1
= lim e- x"e'™ —_—=e
S 20 XK

X" - 1 1
car lim x"e™= lime=—=0et lim — s
bt xomsw gk Feorart <"k nl

K

; ; X

1
lim J (x) = lim e-e™ —_=-
et Lt K

P
e i X

car lime™=+oet lim — =+ co,
L -

x=
D’aprés le tableau de variation de ], on en déduit
donc que l'équation, J,((x) = e, n’admet dans IR
aucune solution.

2°) Si n est impair, d’apres le tableau de variation de
f,, nous savons que sur |- =, 0 [, f,(x) < 0 donc que J,
est décroissante sur cet intervalle et, sur ] 0, + o [,
f,(x) > 0 donc], croissante sur cet intervalle.

™ -
De méme que lorsque n est pair, lim] (x) =e e
fraats )
n xk "
— =+oo
2 K
0k n “

o i . X ;
car lime™ =+ et lim — = lim —=- oo,
b bzl K

S 1
lim x" ei-x — =
x4 x" kKl

n
. x_ g X .
car lim x"e'*= lime— =0et lim
)

X+ x e x— 4@

lim J,(x) = lim e- e

2 X" nl’
D’aprés le tableau de variation de J;, on en déduit
donc que I'équation, J,((x) =e, admet dans IR une

seule solution négative.
n k
o T4 . X
3°) L’équation Z i 0

n impair

x |- 0 + 00

— 0 +—
(x) \0/

se ramenant a Jn(x) = e
admet donc  aucune
solution lorsque n est
impair et une solution
négative lorsque n est
pair.






