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EXERCICE I (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal

direct (O; u, v).

Soit Ale pointd’affixe - 2+ 3iet B le point d’affixe 1 - 31.
Soit M le point d’affixe z(z=- 2+ 31); a z on associe le
z-1+3i

z+2-3i

1°) a) Etablir une relation entre un argument de z’ et

nombre complexe z’ tel que: z’ =

I'angle orienté ( MA ,MB).
b) Déterminer et construire I’ensemble (E,) des points

M duplan tels que z’ ait pour argument %

2°) Déterminer et construire I'ensemble (E,) des points M du
plan tels que | z' | = 2.

3°) Déterminer l'affixe du point communKa (E,) et (E,).

EXERCICE II (5 points)
Dans tout ‘exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou
égala?2
1°) a) Résoudre I’équation différentielle

1
y-—y=0 O
b) On considére I'équation différentielle :
1 x+1
Y- ;y__ n(n+ 1) @

Déterminer deux réels a et b tels que la fonction affine g
définiesur IR par g(x) =a x + bsoit solution de (2).
2°) a) Montrer que pour que la fonction h définie sur IR soit
solution de (2), il faut et il suffit queh - g soit solution de (1).
b) En déduire toutes les solutions de (2).
c) Déterminer celle de ces solutions, f, vérifiant f(0) =0

3°) On considere la fonction f, définie sur IR par :

,4/ fn(X)=1+ -X—l- e;.

n+
a) Etudier le signe de f',. En déduire le tableau de
variation de f;. On montrera en particulier que f, admet un
* “maximum strictement positif que ’on calculera.
b) Montrer que la courbe C, représentant f, admet une
asymptote dont on précisera I'équation. Tracer C,.
¢) Montrer quesur 'intervalle |- e, 0 [, 'équation f,(x) =
0 admet une racine uniquex,,

PROBLEME ( 11 points)

On considere la fonction f définiesur [0, 1] par:

f(0)=0, f(l)=1etf(t)= th:—:sitE]O, 1[.
On appelle C la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (O, I, ] ). Le but du probleme est d’étudier f et de
calculer l'intégrale I = ﬁ: f(t) dt.
Partie A.
1°) a) Montrer quefest continueenOeten1.

b) Montrer que f est dérivable sur ] 0, 1 [. Calculer f'(t)
et montrer que f'(t) a le méme signe ¢(t), ou ¢ est la fonction

définiesur]0, 1[par ¢(t)=Int- 1+ %

¢) Etudier les variations puis le signe de ¢ ; en déduirele
signedef’.

2°) Etudier la dérivabilité de f en 0 ; que peut-on en déduire
pour la tangente a C au point O.

|

N =

3°) a)Prouver que pour tout élément ude [0,

OSL-(1+u)s2uZ.
1-u
En déduire que:
u’ 24’
O<-In(1-u)-(u+ —)<—.
<-In(l-a)-(u+ =)< =g

b) Soit g la fonction définie sur ]0, 1] par g(x) = %
X

Prouver que pour tout élément hde[ - % ,0],

2
0<g(1+h) - g(1) + % < %
En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g'(1).

¢) En déduire que f est dérivable en 1 et prouver que
F1)= 2
2"
4°) Tracer la courbe C ( unité graphique: 10 cm.)

Partie B.
Pour tout élémentx de ] 0, 1], on pose :
1 1 f(t)

I(x) = fx f(t) dtetJ(x) = fx e dt
(On ne cherchera pas a calculer ces intégrales ).
1°) Soit K la fonction définie sur ] 0, 1 | par :

Kx) =J(x* -T(x).

a) Montrer que K est dérivable sur |0, 1] etque:

KX = % [ f(x) - 2 f6A)].

b) Prouver que, pour tout élément xde 10, 1]
. () -2 £6F) = - x f(x).
¢) En déduire que, pour tout élément xde | 0, 1],

x t-1 o

= —=
09 =[e tint
2°) Calculer la dérivée de la fonction t —— In(=1Int) sur
10,1 [. En déduire que pour tout élémentxde ] 0,11,

x =1

, =——dt= 1

fxl Tt dt=1n2 (@)

3°) Prouver que, pour tout élément x de ] 0, 1 [ et tout élément

tde]0, x|,

-1 -1
0% nt “Tnx
En déduire que, pour tout élémentx de 10, 11,
dt -X
0= V kO

4°) A partir de (1), (2) et (3), déterminer la limite de I(x)
lorsque x tend vers 0.
5°) Etablir que, pour tout élémentxde ] 0,1 ],
-1 = [ f(H) dt.
Endéduire que: 0 <I-I(x) < x
6°) Prouver finalement que I =1In 2
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1°)  a)arg(z’) = arg(%
arg(z+2+3i).O0r Ale point d’affixe - 2+ 3ietBle
point d’affixe 1- 3iet M le point d’affixe z.
arg (z') =arg (z- z3)- arg (z- z,) [27]

—_ - - —

)=arg(z-1+3i)-

<=> arg (z)= (u,MB)- (u,MA) [2x]
<=> arg (z)= (MA,MB) [2x].

b) I'ensemble (E,) des points M du plan tels
que z’ ait pour argument g est 'arc de cercle de
diamatre [AB] n’appartenant pas au méme demi-
plan de frontiere [AB] que la demi-droite [AL)telle

—_ =
que( AL,AB)= % [2x]. .
2°)M € (B)<=> |z'|=2<=> MA=2MB <=>

- = - —
MA*- 4 MB*=0<=> (MA-2MB)(MA+2 MB) = 0.
Soit en introduisant les points P et Q barycentre
respectlfs de{(A1),(B,-2) tet {(A1), (B,2)}:

-3 MP M Q=0donc M décrit le cercle de diametre
[PQ]-

3°) K point commun a ( E,) et (B <=> |z' | =2et
arg(z) = % [27] donc g’ =21
d'otiz-1+3i=2i(z+2-3i)<=>

- By~ Bis Binbass g= Ltk
1-2i1

=1+ 3i.
EXERCICE II( 5 points)

1°) a) L’équation différentielle y’- % y=0 1) a

pour solution générale y=C eE

,_l . x+1
By n?’ n(n+1) @

g(x) =a x + bsolution de (2) <=> a - L (ax+b)=
n
X+ 1
n(n+1)

pour tout x donc, par identification on

1

obtient : a= —— et b = 1. Une solution

particuliere de (2) est doncla fonction

1
gx) = n+1x+1

2°) a) Cette démonstration se fait en deux temps,
d’abord on prend comme hypothese que h est
solution de (2) et on démontre queh- g est solution
de (1) puis que h - g solution de (1) entraine que h
est solution de (2)..

b Toutes les solutions de (2) sont donc obtenues
en ajoutant a la solution particuliere de (2) la
solution générale de (1).

Les solutions générales de (2) sont donc dela forme

= 1
h(x)=Cen+

n+1

c) La solution, f, vérifiant £f(0) = 0 doit donc

vérifier C+1=0soitC=-1. Dot f(x) =
x
1-en.

3°) On considere la fonction £, définie sur IR par :

x+1

. X +
+1

£)=1+—— - en,
n+1
1 X
a)f/ (x)= —— - —en,
n+l n

n
f'.(x)20<=> x<nln —

n+l’
La fonction f, est donc croissante sur lintervalle

JFeo;nln 2 1.[ et décroissante sur l/intervalle
n+

Inln L.; +co [ . Elle admet donc un maximum
n

+1

=nln ——. Or 0€]nln L.;+w[ et
n+1 n+1l

comme f, est décroissante sur cet intervalle on a

Xo < 0 done £ (xo) > £,(0) est-a-dire f (x;) > 0. De

1 Inn-1 1
Elxd= +n[inn-In(n+1)

n+1

pour X,

plus:
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b) lim f,(x) =- o et

1x-1]= lim - en =0

X~

lim [f,(x)- L
x> n+

. P 1
La droite d'équation y = ey X F 1 est done
n+
asymptote a C, en-co. La droite est au-dessus de la
courbe sur cet intervalle.
X

. . 1 =
= — » n
,(I_lfn f.(x) _xl_lfrl ST x+1- e

; . x| n n e"

lim f,(x)= lim = | ——+—-—|=-
X—> 40 x—»wn[n+l x X
n

3°)Sur lintervalle J-o0; X, [, on a vu que la fonction
était croissante et continue, sa restriction définit
donc une bijection de cet intervalle sur | — e ; f,(xo)
or nous avons déja démontré que 0 € |- o ; f (X,
doncil existe X, , unique, sur l'intervalle J-o0; X, [ tel
quef(x,)=0.

PROBLEME ( 11 points)

On considere la fonction f définie sur [0, 1 ] par:
£(0)=0, f(1)=1 et f(t) = % site]0,1[.
n

On appelle C la courbe représentative de f dans un
repeére orthonormé (O, I, T ). Lebut du probleme est

d’étudier f et de calculer I'intégrale I= ful f(t) dt.

Partie A

1°) a)fest continueenOetenl.

lim f(x) = limx—"1 =0car lim x-1=-1etlim Inx

x—0 x=0 Inx x>0 x—0

=-o0, d'ot, puisque f(0) =0, f est continue en 0.

lim f(x) = hm —— =1car on sait que hm Inx =1,

x—1 x=1 Inx ix-1

D’ot, puisque de plus f(1) =1, f est contmue enl.
b) f est dérivable sur ] 0, 1 [ car f est, sur cet

intervalle une fonction esweweredke dont le

dénominateur ne s’annule pas..

10 = L nt-14 Lyt
f(t)—,((lnt 1+ =190

: 1 1 t-1
IO =1 T
fonction ¢ est donc décroissante sur cet intervalle
deplus ¢(1)=0
Donc comme f'(t) a le méme signe que ¢(t), on en
déduit quesur ]0;1[, f'(t) > 0.
2°) Dérivabilité defen 0:
tim K010 _ i, 21
t>0 t-0 t=0tlnt
D'olt fn’est pas dérivable en O mais la tangente a C
au point O est verticale.

<QOsur |0;1[,]la

= + oo car lirrstlnt:O'.
t—

3°) a)l_lu-(1+u): 1\12‘1 alors, si‘uE[O, %],
Osus—;-<=>-;-sl—usl<=>05 <2 soit,
plus précisément :

oslju-(uu):l‘iz‘lszd

Osf: 1—1——(1+u)dusf: 2u2du

O<[-In(1-u)- (u+—>]o<[ ]osmt

2 3
Os-ln(l-x)—(x-s‘-'?)sg;—

b) Soit g la fonction définie sur | 0, 1 ] par
(x) = L Soit h élément de [ - l ,0],alors :

f(x)"
- h _In(+h) h
g(1+h) - g(1) + 5= m 1+ y

2
g(1+h)- g(1) + % = % [In(1+h)- h+ h? ]
Ce qui nous donne en posant h=- uet u élément de

1
[0151

(1+h) - (1)+h—l[~1n(1-u)-(u+—u2)]
& BT Ty 2
12u®

<———soit:

u

0<g(l+h) - g1) + —<=— Zh

, . .. 2h gl+h)-gl) 1 :
D’ou 1}3_1353 sl}}_rn) I +—2-50ce qui
implique que

g<1+h>—g<1> U,
lim +35 = soi que

. (1+h) g 1 .
lhl_'o h - la fonction g est donc
dérivable en1 et g’(l):- —;—

f'(x)
) g(x) = —— donc g’'(x) =- our tout x et
8 f( ) SOET  P
1

en particulier £(1)=- g'(1) (1) =

4°) Tracer la courbe C (unité graphlque :10em.)

Partie B.
Pour tout élément xde ] 0,1 |, on pose :

I60= [, £ dtet](x) = . %9 dt
1°) Seit K la fonction définie sur ] 0, 1 ] par:

K =J063) - J(x) = f:z O g i : f(t)
—f; () dt +f" f® db= fx’ f(t) dt. Alors si Q
f(t)

est une primitive de = ona alors

K(x) = Q(x)- QK.
La fonction Q étant dérivable et ayant pour dérivée

()

la fonction == on en déduit que la fonction K est

dérivable et a pour dérivée

2
K= Q02X Q- = 258 s
X

K69 = L [ £69- 2 £6)].
X
b) Pour tout élément x de | 0,1 |
2
() - 2 £(x) = 1 =X 3 1"‘2 =loX 1 a4
Inx Inx
=- x f(x).

O I(x) = f £(t) dt= f 22

f(t ) _f® d
t

=f -K'(t) dt = K(x) - K(1) = fxﬁ f(t—t)dt

*f’é tl tdt 1

2°9)®(t) = In(-Int)sur ] 0, 1[. &'(t) = tllT

| ,
fe T dt=- [} @t dt =06)- D) = In(-

In(x¥)) - In¢-Inx) = In(-2In x)-In - Inx) =In 2. (2)
3°) Pour tout élément tde ] 0, x[,0<t<x<1
onalnt<lnx<0 <=>0<-Inx<-Intdonc
comme la fonction inverse est décroissante,
O<- _—1 i
Int~ Inx
En déduire que, pour tout élémentx de ] 0,1 [,

S'fcdt 'ﬁdt ;i 1
< Int| V¥ Inx B

’L‘(x-xz)sx —l—‘s—.(carlnx<0)(3)
Inx Inx

Inx
= x t-1 x 1
4)I(x)=fx’ mdt=fx, mdt

Soit 1) = [ lnit dt+1n2 <=>

(x-x%

X _1
*Je tint dt

dt
Int

-X

169-In2= [} li—tdt|1(x)—ln2|:b;

Inx’
Or lim —= =0done
x—0 In x

lim|1(x)~ In2| =0 <=> lim 16 =In2
5°) Pour toutélémentx de]0,1],

-1 = [, f0dt- [ £ dt = £ dt.
0<I-I(x) d’aprés le théoreme de la positivité de

X x t—1

fo f®dt=f; It dt. Or f(t)
<1 donc d’aprés le théoréme de comparaison
I-1(x)= f: f(t) dtsf: dt<=>1-1(x) <x.
En conclusion 0 < I - I(x) < x.

6°) D'apres le théoreme des gendarmes, on en
déduit donc que lirré Ix)=I=In2.
X—

I'intégrale. I - I(x) =
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