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EXERCICE N°l': il a pour but de montrer que p est premier si et seulement si p divise 
C; pour k = 1,2,...,p -1. 

Soit p un entier naturel tel que p ~ 2 . On suppose que pour k = 1,2, ...., p-1 , P divise C;. . 
1.	 Al'aide de la définition C; ,montrer par récurrence sur k que, pour 

l:$:k:$p-l on.a: C;_J==(-l)kmodp. 

2.. On suppose p non premier. 
.a) Prouver qu'il existe un diviseur sde p tel que 1:$ s - r':$ P -1 et déduire de la 

question précédente que: C;=; == (-ly-I mod p. 
.b)	 On pose p = s x q (q ~ 1) montrer que k x C; = px C;=:. puis montrer alors 

que C; =qxC;=i .et...en..déduire.que : i]x(-ly-I := °modp. 

3.	 conclure. 

EXERCICE N°2 
Soit P un plan orienté rapporté au repère orthonormé direct (O,û,V). soit fl'application de P 

dans P qui à M(z) associe M'(z'),définie par: z,'= [ 2e~ Z~ 3,J2,e-;'J. 
1.	 On pos-e z = x + iy et z' = x' + iy'. Ecrire x' et y' en fonction de x et de y. 
2.	 Montrer qu'il existe un réel k tel que, quel que soit A ct B dans P d'image A' et B' on 

ait: IIA7E11 = k.IIAËII. 
3. Montrer que fn'est pas une similitude directe.
 

.l4-- 4. Montrer que f a un point invariant l et un seul que l'on déterminera.
 
5.	 Montrer qu'il existe une homothétie h de centre 1 et une droite (D)passant par 1 telles 

que: f =h 0 SD =SD 0 h . ' 

1 

1 
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PROBLEME: 
Le problème a pour objet l'étude d'une famille de fonction suivant la parité de n, de 
construire deux courbes particulières et enfin d'obtenir à partir de suites définies à 
l'aide de ces fonctions des limites remarquables. 

fo = eX et 
Pour tout entier naturel, on définie sur IR les fonctions fu par: (1- xy

{ fn(x) = eX J1 E IN 
n! 

On désigne par Cn la courbe représentative de la fonction fn dans le plan rapporté à un repère 
orthonormal direct (03,]) unité 2em. 

Partie A 

1) Etude de ln pour n ~ 1.
 
, 1) Déterminer suivant la parité de n, les limites de fn dans son ensemble de définition.
 

'.\ 2) Etudier suivant la parité de n, le sens de variation de fn et dresser ies tableaux de
 
variations correspondants.
 

'.J 3) Etudier suivant la parité de n, les positions relatives des courbes (Cn ) et (Cn+1)
 

II) tracé et calcul d'aire.
 
:} 1) a- Dresser les tableaux de variations de fI et f2. 
. c.! .b- Préciser les positions des courbes (Cl) et (C2) et les construire. 

'if 2) Vérifier que pour tout réel x on a: 12'(X) = f 2(x)- j.,(x), en déduire en cm2 l'aire 
du domaine plan limité par ces deux courbes et les droites d'équations x = 1 et x =-1 

PartieR 

Pour tout entier naturel n, on pose Un =f
2 

f.,(x)dx. 

( Ir 
1 

2 
i) a-Montrer que Un =---f(x-lYexdx.
 

n! 1
 

2 • 2 

b- Etablir que 0 ~ f(x -1)" eXdx ~ eZ et.en déduire que IUnl ~!!- pour tout entier 
, ni 

1 

natureln.J 
c- Déterminer alors la limite de Un. 

2) a- Démontrer que pour tout n ~ 1 on a: In'(x) = /,.(x) - In-I(x) 

b- En déduire que pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel x on 
a :j,,(x) =.fo'(x) +J;'(x)+ .... + fn(x) 

Partie C 

Soit a un réel fixé tel que: 0 ~ a < 1 et soit la suite (Vn) définie par : f;~ =f1 

f.,(x)dx . 
a 

1) Calculer Vo. 

.' 1 0 V (l-a)"+J J;'D ,2) emontrer que pour tout entIer nature on a : ~ n ~ ---x 0 et déduire que la 
n! 

suite (Vn) converge vers O. 
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(l-ar a3) .a- Etablir que pour n ~ 0 on a: V+1 =V - xe . 
n n ( n+ 1) 1, 

a (I-a)O (I-aY (l-arJ. b- En déduire que pour n ~ 0 on a : Vn =e - e + + ... + -'------'-[ O! 1! n' 
',Sn _- ~(1-a/4) Pour n ~ 0 .on pose L. calculer la limite de Sn, 

k=O k! 

5) Pour 
1· 1 1 1: 1 1 1 

n~O.on pose A =-0--+-[-+ 2 "'+'''+ , . et 8n 
n 2 x O! 2 x 1! 2 x 2!· .. ' 2n xii! O! I! 2! 

'li." ~ 

" 

Calculer les limites de (An) e(Bn), ' 
~ "::,. :; 

i; 
.' 

"' ,•• 1. 
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Itxercice 1 (S points ) 
1.	 On considère l'équation (E) : 6x + 7y = 57 où x et y sont des entiers relatifs. 

a) Déterminer un couple d'entiers relatifs (u, v) tel que 6u + 7v =1 ; en déduire une 
solution particulière (xo ,Yo) de l'équation (E).
 

b) Déterminer les couples d'entiers relatifs solutions de l'équation (E).
 
2.	 Soit (0,7,], k) un repère orthonormé de l'espace. 

On considère le plan.9' d'équation :6x + 7y + 8z = 57. 

On considère les points du plan f? qui appartiennent aussi au plan (0,1, ])
 
Montrer qu'un seul de ces points a pour coordonnées des entiers naturels; détenniner les
 
coordonnées de ce point.
 

3.	 On considère un point M du plan f? dont les coordonnées x, y et z sont des entiers naturels. 

a) Montrer que l'entiery est impair. 
b) On pose y = 2p + 1 où p lest un entier natureL 

Montrer que le reste dans Ra division euclidienne de p + Z par 3 est égal à 1. 
c)	 On pose p + Z = 3q + 1 où q est un entier naturel.
 

. Montrer que les entiers naturels X, pet q vérifient la relation x + p + 4q =7.
 

. En déduire que q prend les valeurs 0 ou 1.
 
d)	 En déduire les coordonnées de tous les points de q> dont les coordonnées sont des 

entiers naturels. 

EXERCICE 2 ( S points ) 
Dans le plan gl) rapporté au repère orthonormé (0, II ,v), T désigne l'application 

qui, à tout point M d'affixe z, fait correspondre le point M' d'affixe z' tel que: 
z'=-iz+l . 
1.	 Montrer que ToT est une translation dont précisera le veèteur. 

2.	 Soit t la translation de vecteur ; (lI - v). 
. 

a) Montrer que T 0 t-1 = 1;-1 0 T = s, s étant une symétrie orthogonale par 
rapport à une droite ~~ que l'on préci~era. 

b) En déduire que T = t .) s = sot . 

3. Soit k la translation de v(~cteur U, r la rotation de centre 0 dont une mesure 

de l'angle est ;, cr la symétrie par rapport à la droite (0, lI). 

a) Démontrer que T = k 0 r 0 (J' • En déduire que T = k 0 S où S est une
 
symétrie par rapport à une droite 11 à préciser.
 

b) A l'aide d 2., démontrer que s =h 0 S où h est une translation de vecteur
 
1	 -+ -+
2 ( u + v). 

c)	 Retrouver géométriquem~ntl'axe ~ de s . 
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Problème (lO'poînts')'··	 
'~.. •·f"''; 

Ato~ entier naturel non nul,~on assOcie la fonction ~définie sur ] -1, + 00 [ par : 

fn(x) = xn In(l+x) . 

On désigne par «6,,) la courbe rt~résentative de f n dans le repère orthonormé (0,7,]) 
d'unité graphique 2 cm. 
Partie A : étude des fonctions fn 

. x 
Soit h n la fonction définie sur] -1, + oo[ par: h n (x) = n In(l + x) +-- . 

l+x 
1.	 a) Étudier le sens de variation de hn . 

b) Calculer h n (0) et déterminer le signe de h n (x) suivant les valeurs de x. 

2.	 a) Pour x appartenant à ] -1, + 00[, vérifier que f~ (x) = hl (x) . 
b)	 Montrer que pour tout entier n > 1 et pour tout réel x > -1 ,
 

f~(x) = xn-lhn(x).
 

3.	 On suppose que n est impair. Dresser le tableau de variations de .f n en déterminant 

ses limites en ..1 et + 00. 

4.	 On suppose que n est pair. Dresser de même le tableau de variations de f n en 

déterminant ses limites en -1 et + 00 

5.	 a) Étudier la position relativ(~ des courbes (-f6î ) et (1&2). 
b) Tracer ces deux courbes dans le même repère. 

Partie B : étude d'une suite d'intégrales
 
On considère la suite (un)oeN" définie pour tout entier naturel n non nul par :
 

un	 =,( x°ln(1+x)dx. 

1.	 Étude de la convergence , 

a) Montrer que pour tout entier n E N" , 0 ~uo ~ In2 . 
n+ 1
 

b) En déduire que la suite (uo ) DeN" est convergente et donner sa ~mite.
 

2.	 Calcul de Ut 

x 2 1 1 x 2 

a)	 En remarquant que -- = x -1 +--, calculer r ~. 
1+x 1+x J01+x
 

b) Calculer u 1 au moyen d'une intégration par ~es.
 

3.	 Calcul de U o 

Pour tout entier n ~ 2 et pour tout réel x de ] 0 ; 1], on pose : 
o 

SoCx) = }::C-1)kxk (1). 
)[;0 

0+1]

a) Justifier que So (x) = -'- - (_1)0+1 _x_ (2).


1+x 1+x
 
b) En intégrant successiveml~nt les égalités (1) et (2), établir l'égalité:
 

o	 C 1»)[ 0+1
L---=ln2-C-1)n+lr~dx . 
k=O k +1	 1+ x 

c)	 En utilisant une intégration par parties et le résultat précédent, démontrer que 

U = In2_(-lt +1 
(ln2_ n (-1)1J.
 

n n+l n+1 6 k+l
 



BAC BLANC 2007 
Mathématiques 
Série C Cœff.: 5 
Durée: 4 heures 

Exercice 1 (5 points) 

1 
Dans le plan '3' muni d'un repère (oJ,J) on considère la droite (Q})) d'équation Y="2 x , la 

symétrie S d'axe (!l,) et de èirection celle de l'axe (0.1).
 

Soit g l'applicatior, affine de '3' Lians I}/' qui au point M (x; Y) associe le point,M' (x'; y') tel que:
 

1. Montrer que ci ç3t ;yijective et vérifier que g 0 S = S0 g. 

2. Déterminer l'ensemble (L\.) des points M de '3' invariants par g. 

3. Montrer que, si M n'est pas invariant pilf g, la droite (MM') garde une direction indépendante de 

M que l'on prt:etSenL 

4. Calculer les coordonnées du point H intersection de (MM') et de (~). 

5. Montrer-que g est une affmité dont on donnera les éléments caract-éristiques. 

Exercice 2 (5points)
 
Les suites d'entiers naturds (xJ el (Yn ) sont défll1ies sur!?'l par: 

~xo =3 et {YO =1 

lxn+1 --=2xn -1 Yn+! =2Yn+ 3 

1. Démontrer par récÙrrence que pour tout entier naturel n Xn =2"+1 +1. 

2. a) Calculer le PGCD (xg , x9 ) et le PGCD (X2002 ,X2003 ) •
 

Que peut-on en déduire pour xg et x9 d'une part, pour X 2OO2 et X 2003 d'autre part.
 

b) x n et X"+l sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel n ?
 

3. a) Démontrer que POUî" tout entier naturel n, 2xn - Yn = 5 .
 

b) Exprimer Yn en D}rldion de n. _
 

c) En utilisant les ccngLuences modulo 5, étudier Sl1ivant les valeurs de l'entier naturel p, le reste
 

de la division euclidienne de 2P par 5.
 

-1 



d) 0 note dn le PGCD (xn ,Yn) pour tout entier naturel n.
 
Démontrer que l'on a d =1 ou d =5; en déduire l'ensemble des entiers naturels tels que x et
 n n n
 

Yn soient premier entre eux.
 

Problème (10 points) 

Partie A 

On considère les fonctions numériques lm de a variable x définies par: lm (x) = eX - m(x + 1) où 

m est un paramètre réel. On désigne par (C(6 m) la courbe de lm dans un repère orthonormé 

(0; T.]) d'unité graphique 2 cm. 

1. Etudier les variations de la fonction ft et tracer avec soin sa représentation graphique. On 

précisera l'asymptote à la courbe (re 1)' 

2. Soit la droitè \L,!) d'équation y =-x -1. Calculer en cm 2 l'aire A(ex) de la portion du plan limitée 
• 

par (tî 1)' (6.,) et les droites d'équations x = 0 et x =ex (où ex est un réel négatif). 

Etudier la limite de A(ex) quand a: tend vers - 00 • 

3. Pour tout entier naturel n, on désigne par D n le domaine limité par (tî 1)' (6.1) et les droites 

d'équations x = -n -1 et x = -no
 

a) Calculer en cm2 l'aire An du domaine D n .
 

b) Montrer que la suite (An) est une ~mite géométrique dont on déterminera le premier terme et la
 

raison.
 

e) Calculer Sn = A 0 + Al + ... + An' En déduire la imite de Sn lorsque n tend vers + 00.
 

. 
4. Etudier suivant les valeurs m les variations de la fonction lm' On précisera les limites de lm aux 

bornes de son ensemble de défirution. 

5. Montrer que toutes les courbes (C(6 m) passent par un point fixe .B. 

6. Montrer que la droite (Sm): y = -mx - m est asymptote à (C(;? m) et détem1iner la position de 

(Y2 m) par rapport à (L'-,. m)' 

Partie B 

A tout point M du plan d'affixe z =x + iy, on associe par une transformation T, le point M' d'affixe 

Z' = i' + iy' tel que zr = (1- i)z + 1+ i. 

1. Quelle est la nature de la transformation T ? Détem1iner ses éléments caractéristiques. 

2. Défirùr analytiquement la transformation T. 

3. M étant un point de ('(j' 1)' détem1iner en fonctiqn de x, abscisse de M,-les coordonnées de M' 

transformé de M par T. 



f. Déterminer l'ensemble (I), image par T de la courbe (Cff 1). 

Partie C 

On considère la fonction numérique h de la variable réelle x défInie par: h(x) = x -ln(x2
) • 

1. Etudier les variations de h et tracer sa courbe (Cff') dans le repère orthonormé (0; 1, J). 
Préciser les branches infinies de (YE"). 

2. Démontrer que l'équation h(x) =0 admet une seule solution dont on donnera un encadrement 

d'amplitude 10-1 
• 

3. Tracer CI) dans le même repère que C~')· On pourra utiliser une autre couleur. 
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EXERCICE 1 ,
 
Dans le plan orienté, on considère un carré ABCD de centre 0 et de sens direct c'est - à - dire
 
-_.- Jl 

( AB, AD) = 2" [2n]. 

On désigne par:
 
r le qua de tour direct de centre A ;
 

t la translation de vecteur AB ;
 

h l 'homothétie de centre C et de rapport J3
 
1. a. Prouver que R' = tor est une rotation dont on précisera l'angle. 

b. Détenniner les images par R' de A et B. En déduire le centre de R'. 
2. On se propose d'étudier la transfonnation f= R'oh 

a. Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le rapport et l'angle. 
b. Soit Ile centre de 1. Détenniner i'image de C par f 

'. 

Montrer que (j(~ , JJj) ==	 Jl [2n] et ID = J3IC 
2 

c. Déterminer et construire sur une figure claire et nette, l'ensemble r des points M du plan 
.- ----,.- Jl 

tels que (A;[C, MD)= -[2n]
2 

Donner une mesure de ( CD, Cl ). Placer l sur la figure. 

d. E:n remarquant que: MD;! - 3MC2 = (MD - J3 NfC)( MD + J3 lv1C ), prouver que 
l'ensemble r' des points M du plan tels que MD;! - 3MC2 = 0 est un cercle dont on précisera le 
centre G et le rayon. Construire r' et vérifier qu'il passe par I. 

EXERCICE 2 

On considère l'intégrale suivante: In, k = f>' k(l - X t-kdx où net k sont des nombres entiers 

naturels tels que TI 2 k. 

k nx(n-l)x x(n-k+l) , k cl" l b" d k 'l' t1. Montrer que Cn = lx2x3x k ou Cil eSlgne es com maIsons e e emen s 

panni n éléments. 

2. Calculer l'intégrale 1n,0. 

3. Trouver une relation entre In, k et In, k-I. En déduire que ln, k = 1 k' 

(n+l )C" 
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1 
4. Calculerl'intégraleJ= r\n+l)Ckxk(l-xt-kdx et r x \1-x/dxk	 kn 

5. On considère la suite (Un) définie par: Uo = 1 et Un = !l(-4j pour n > O. 
k=O	 Cil) 

,	 ') 11-2( J 
a. Demontrer que Un = 2 -;- -"=- +Ll~ . 

n	 h2 C 
Il 

k n(n-1)
b. On admet que C 2': 2 pour tout k tel que 2 ~ k ~ n -2. Déduire un encadrement de 

n 

Un puis calculer la limite de (Un). 

n 

c. On pose V n = LI n., k· Déterminer la limite de ( V n ) 

hO 

PROBLEME 
. 

(0; i,j) est un repère orthonormé direct du plan On donne les points A (1 ; O)~et B(-l ; 0). 

A tout point M du plan de coordonnées (x; y) ; on associe le nombre complexe z = x + iy, 

affixe de M. 

1. T est l'application qui, a tout point.M d'~ffixe z, associe le point Ml d'affixe z] telle que: 

Z 1= iz - (i -;-1 )
 

o.. Préciser la nature géométrique de l'application T.
 

b.	 Quel est l'ensemble des points Ml lorsque M décrit le cerclc_ de diamètre [AB] ?
 

Construire cet ensemble
 

2. À est un réel donné non nul. 7). est l'application qui, à t?ut point M d'affixe z, associe le 

point M' barycentre de (M; A), (M]; -A), (A; 1) 

a. Démontrer que l'affixe z' de M'est telle que:
 

Z'= À(l-i):+A(l+i)+l.
 

b. Démontrer que T~est une similitude directe dont on donnera l'affixe du centre, le rapport 

et J'angle 

c. Pour quelles valeurs deA, D.. est-elle une rotation? Donner dans ce cas son angle et 

J'affixe de son centre. 

d Expnmer les coordonnées (x'; y') de M'en fonction des coordonnées (x, y) de M. 

3. Le nombre À étant strictement positif, on lui associe le pomt P(-ln À : ln). ) et le point 

P'=h(P) 

a. Exprimer les coordonnées de P' en fonction de À . 
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b. Démontrer que, lorsque À décrit IR*+ , l'ensemble des points P' est la courbe ( C ) 

d'équation: y=2(x-l)ln(x- l)+ (x-1). 

4. f est la fonction définie par : 

f(x) = 2xlnx + x pour x > 0
 
{
 f(O) = 0 

a. f est ~ elle -dérivable en 0 ? Que peut - on en déduire? 

b. Etudier la fonction f et prée· ser le réel Xo :f::. 0 tel que f(xo) = 0 

c. Représenter graphiquement f dans le repère ( 0; i, j ), l'unité de longueur étant 10 cm 

Par quelle transformation du plan la courbe ( C ) se déduit - elle de la courbe r représentant .. 
f? 

d. Calculer: /(a)= [0 (2xlnx+x}iy , Xo étant le réel trouvé dans la question 3.b) et (1 un réel 

de l'intdvalle) 0; Xo(.
 

La fonction a HI(a) admet-elle une limite en O? En déduire raire A du domaine du plan
 
~ 

.
 
limité par la courbe r et l'axe; (0 ; j).
 

Exprimer A en cm2 à 10-2 près 
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EXERCICE 1.( 4 points) 

1° a) Résoudre l'équation différentielle y" + 4y' + 4y = O. 
b) Déterminer la solution g vérifiant g(O) = 1 et g'(O) = 0 . 

2° a) Justifier l'existence du réel: 1= I \2X + 1)e-2X dxo
b) Calculer 1 à l'aide d une intégration par parties . 

}O Soit la fonction f définie par f(x) = (2x + 1) e-2X 

a) Montrer que f est décroissante sur l'intervalle [ 0 ; 1]. 
b) En déduire les encadrements: 

k+l 

( i) 2. f (k+l) ::; f; n [(x) dx ::; ~ [( ~ ) , 0 ::; k ::; n - 1 ... 
n n ~ n n 

n 

(ii) 1 L~=lf(~) $ l $ ~ L~:~[(~) . 
n n n ~ 

c) Déterminer la limite Sn = 2:.... L~=l [( ~ ) quand n tend vers +00 . 
n n 

EXERCICE2 (5 points) 

Soient les fonctions f et g définies sur] 0 ; +oo( par f ( x ) = ~ -lu( x ) et g ( x ) = ~ ( x + 2ei ].
x 3 

l°a) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation. 
b) Montrer que l'équation f ( x ) = 0 admet une solution unique a et que 1,7::; a::; 1,8 . 
c) Prouver que l'équation g ( x ) = x équivaut à l'équation f ( x ) = O. 
2°a) Calculer la dérivée g' de g. Prouver que g' est croissante. 

b) Calculer g' ( 1 ;7) et g' ( 1,8 ).En déduire que :Pour tout x. élément de K = [1,7;1,8] 1 g'(x) 1::; .~ .
Iv 

c) Prouver g est décroissante sur K. 
d) Calculer g ( 1,7) ,g ( 1,8) et en déduire que g (K) c K. 

e) Montrer que : Pour tout x élément de K , 1 g ( x ) - al::; ~ 1x - a I. 
10 

3° Soit (Un) la suite définie sur N par Uo = 1,8 et la relation de récurrence Un+ 1 = g ( Un ). 
a) Montrer que Un E K pour tout n . 

b) Prouver que: 1 Un+ 1 - a 1 $ -
1 

1 Un - a 1pour tout n. 
10 

c) Démontrer par récurrence que 1 Un - al $ 2... pour tout n élément de N.n 
d) Montrer que la suite ( Un ) est convergente et préciser sa limite. 
4°Déterminer une valeur approchée de a à la précision de 10-6 . 

10 



PROBLEME (11 points)
 
Partie A
 

Le plan P est muni d'un repère orthonormé direct ( 0, ï, l).On désigne par fl'application de P vers P
 

d, . anal' {Xl = xlna-yInb , bd' 1s . ...:...:-e..
expreSSIon ytlque y = x Inb +y Ina + 3 ou a et sont eux ree strictement po:>lU1:s. 

l"'a)Détenniner récriture complexe de f.
 

b) Pour quelles valeurs du couple ( a ; b ) l'application f est-elle une transformation du plan ?
 

2° Le couple ( a ; b) désigne les coordonnées d'un point N du plan.
 

a) Déterminer l'ensemble ( E ) des points N pour lesquels f est une homothétie.
 

b) Déterminer l'ensemble ( F ) des points N pour lesquels f est une translation.
 

c) Déterminer une équation cartésienne de l'ensemble (E ' ) des points N( a ; b ) pour lesquels f
 

est une rotation.
 

r= x - y
Partie B Soit S l'application du plan dans lui même d'expression analytique: 

1

{ y= x+y+3
 

0 a) Déduire de la partie A ,que S est üue transformation du plan.
 

b) Donner l'expression complexe de S. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de S.
 

2° 0 étant l'origine du repère, on considère la rotation R de centre 0 et d'angle - ~ et on pose: f=T.'
 z 

a) Déterminer l'écriture complexe de f. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de I .. 

b) Quelle est l'image par f du point d'affixe - 3 ? 

3° Soit g l'application qui à tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' = ~ (z - i ). 

a) Donner l'écriture complexe de h = g 0 S. 

b) Quelle est la nature de h ? Montrer que h est une symétrie glissée dont on déterminera l'axe 

vecteur. 

Partie C : Soit g l'application de P vers P d'expression ~que {;:: ~ 
1
et ( C ) le cercle de centre 0 et de rayon 1.
 

0 L'application g est - elle une transformation du plan ? Justifier votre réponse.
 

2° Vérifier que l'image par g de (C) est (E' ).
 

3° ( El ) et ( Ez ) sont les courbes représentatives dans le plan des fonctions fl et f2 définies 
1n2sur [ ~ ; e] par fi ( x ) =ë 1- x et f ( x) = e-'h-In2x .ze 

a) Etudier les variations de f l et f2 • 

b) Construire ( El ) et ( Ez ) sur le même graphe. 

c) Montrer que (E') = ( El ) U ( Ez ). (2/2 
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EXERCICE 1 (4 points) 
Partie A 

Dans l'espace muni d'WI repère orthonormal (0;7'],k), on considère les points A, B, C et D A 

de coordonnées respectives: 

A(O; 0; 3), B(2.J2 ; 0; -1), C( -fi ;-J6; -1), D( -fi; J6; -1). 
1°) a) Démontrer que ABCD est un tétraèdre régulier, c'est-à-dire un tétraèdre 

dont toutes les arêtes ont la même longueur. 
b) Calculer son volume V. 

2°) On note R, S, Tet U les milieux respectifs des arêtes [Ac], [AD], [BD] et [BC]; 
démontrer que RSTU est un parallélogramme de centre O. 

3°) Ce parallélogramme a-t-il des propriétés supplémentaires? Expliquer. 
B 

Partie B r~
 

On dispose de trois tétraèdres identiques au précédent, paifaitement équilibrés. Chacun d'eux a une face peinte en bleu, une face
 
peinte en jaune et deux faces peintes en rouge.
 
On lance les trois tétraèdres simultanément (on remarquera que, lorsqu'on lance un tel tétraèdre, une seule face est cachée et trois
 
faces sont visibles).
 
] 0) Calculer la probabilité pour qu'au moins trois faces rouges soient visibles sur les trois tétraèdres. ~
 

2°) Calculer la probabilité pour que la couleur bleue ne soit visible sur aucun tétraèdre.
 
3°) Calculer la probabilité de l'événement E: « les six faces rouges sont visibles ».
 
4°) On répète n fois l'expérience qui consiste à lancer les trois tétraèdres. Calculer la probabilité Pu pour que l'événement E soit
 

réalisé au moins une fois. Calculer lim pn . 
x--+-t«> 

EXERCICE 2 ( 5 points) 

Dans le plan orienté, on considère deux carrés de sens direct ABCD et AEFG tels que: AB = AE =, a et (AE,AD)= - ~ . 

Soit K le point tel que DAEK soit un parallélogramme: on appellera 1 son centre.
 
Partie 1:
 
En utilisant les isométrie vectorielles, on veut montrer que AK = GB et que les droites (AK) et (GB) sont perpendiculaires et que
 
le triangle FKC est rectangle isocèle en K.
 

On désigne par p la rotation vectorielle d'angle - ~ . 

]0) a) Démontrer que l'on a: AK=AD+GF, 

b) Démontrer que J'on a: p (AD) = AB et p (CTF) = GA. En déduire alors que p (AK) = GÊ . 
c) Que peut-on en conclure? 

2°) a) Démontrer que l'on a: KF=DA+EF. 

b) Démontrer que p (Ar) = CK puis conclure. 

Partie Il :
 
Soit s la similitude directe qui transfonne A en G et K en F.
 
1°) a) Démontrer que le triangle EAP est équilatéral et que EADK est un losange.
 

b) Déterminer l'angle et le rapport de la similitude s. 
2°) On cherche à construire son centre que l'on notera O. 

a) Soit J le point tel que AGJ soit un triangle équilatéral de sens direct. 

Quel est l'ensemble (C ) des points M tels que (MA,MG) = ~ [2Jr]? 
b) Soit P le barycentre du système de points pondérés {(G ,3); (A, - l)}. 

DémŒ 'Ter que l'ensemble (C' ) des points M du plan tels que ~f = .fi est le cercle de centr~ P est de rayon AI = af . 
c) En déduire la construction du point O. 

-------------------...----------------------------------...------------------------_...--------------..-------------------------------------------------_..._------
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PROBLEME (11 points) f"~ l 

" ~ ... 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (o;7,J). L'unité choisie est le centimètre. 
"'..J 

'" 
Partie A 

21°) Soit (h) la conique d'équation i -- x = 16 dans le repère (o;T,]). _Quelle est la nature de (h)? 

On note A le sommet de (h) d'ordonnée positive. Tracer (h). 
2°) On pose: z = x + iy, z' = x' + iy', z" = x" + iy" où x, x', x", y, y', y" sont des réels. 

Soit R l'application du plan qui à tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' défmie par: z' =: f (l-i)z . 

Démontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et l'angle. 

3°) Soit S l'application du plan qui à tout point M d'affixe z associe le point M" d'affixe z" défmie par: z" = f (-l+i )z. 

a) Démontrer que l'ensemble des points invariants par S est la droite (D) d'équation: y = (.Ji+l) x. 
b) Démontrer que S = RoSeoJ) où J est le point de couple de coordonnées (0; 1). 
c) Déduire de ce qui précède, la nature de S. 

4°) a) Vérifier que: R(A) = S(A). On notera A' ce point. 
b) Démontrer que (D) coupe (h) en deux points E et F. 

5°) a) Démontrer que les coordonnées de M, M', M" vérifier: x'y' = x"y" = x2 
).t (i 

b) En déduire que (h) a la même image par R et S. On appelle (H) cette image. 

Donner la nature et une équation de ( H ) dans le repère (0;7,]). 
6°) a) Expliquer pomquoi E et F appartiennent à (H). 

b) Construire sur la même figure la courbe (h), les points A et A', la droite (D) et la courbe (H). 

Partie B 

1°) On note (h+) l'ensemble des points de (h) d'ordonnées positives. 

a) Démontrer que (h+) est la combe représentative de la fonction f: x~~x2+16 dans le repère (0;7,]). 
b) Soit N un point de (h+) d'abscisse x positive. On note U(x) l'aire de la partie (A) du plan, limitée par la courbe (h+) et les 

[xpili)segments [OA] et [ON]. Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x: U(x) = J;~t2+16dt -::- - 2 ' 

On ne cherchera pas à calculer U(x). 

c) Pour tout réel positif ou nul x, on pose: G(x) = 8ln(x + ~x2+16 ). 

Prouver que U et G ont la même fonction dérivée sur [ 0 ; +00[. Calculer U(O) et G(O). 

En déciuk, que pour toutcéel po,itifou nul xo U(x) ~ 81{ x+~l 
2°) Soit ( C ) la courbe représentative de U dans le plan muni d'un repère orthonormé (unité: 1 cm). 

On fera un graphique séparé de celui de la partie A . 
a) Etudier le sens de variation de la fonction U sur [ 0; + 00 [.
 
b) Calculer le nombre dérivé de U en O. Préciser l'allure de la courbe (C ) au voisinage de l'origine.
 
c) Tracer la courbe ( C ) sur l'intervalle [0 ; 8]. On construira la tangente à ( C ) en O.
 

On prendra: \n "'" 0,693; \n(l +.Ji )"" 0,881 ; \n(2 +.J5 ) '"' 1,444 ; '\n(l +.J5) "" 1,174. 

Partie C 

On appelle (H+) l'ensemble des points de (H) d'ordonnées positives. 

On se donne un point N' de (H+) d'abscisse x' telle que: Xl ~ 2.fi . 
IO) Démontrer que le point Nt. tel que: NI = R-I(N') appartient à (h+) et que son abscisse x est positive. 
2°) Soit (!l' ) la partie du plan limitée par (H+), les segments [OA'] et.(ON']. Démontrer géométriquement que (N ) et (M ont la 

même aire. 
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EXERCICE 1 
FG 

Dl 1	 ~ 

c B 

Ao 
Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure ci-dessus. 

~	 ._-)- ---7 

L:espace est orienté par le repère orthonormal direct (0; OA, OC, 00) . 

On désigne par a un réel strictement positif. 
-..,	 --} --) --) --) 

l, Met K sontles points définis par al '" aOC, aM == aOA. et BK == aBF. 
--7 .----} 

1. a. Calculer les coordonnées du vecteur DM 1\ Dl. 

b. En déduire l'aire du triangle DlM.
 
0, Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM) .
 
2. On note Hle projeté orthogonal de a (et de K) sur le plan (DLM) . 

---} ---} --')--') 

a. Démontrerque OM . OK '" OH· OK. 
--') ---}

b. Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note Ît. le réel tel que 
--') --) 

OH == Â.OK. 

Démontrer que Ît. == a
2

: 2' En déduire que Happartientau segment [OK}. 

c.	 Déterminer les coordotmées de H. 
-) -..., a2 -a+2 

d. Exprimer HK en fonction de OK .En déduÎre que HK == r=?... 
."a2 +2 

3. À l'aide des questions précédentes, déterminer le volume du tétraèdre DLMK 
en fonction de a . 

.:~- -EXERCICE II ( 5 points) 

Partie A: 

Dan~ l~ plan complexe P rapporté à un repère orthonormal direct 

( 0, u, v)( unité 1cm), on considère le point Go d'affixe z" == rtt 8
, où r
 

et 0sont deux nombres réels fixés avec r > O.
 
Soit Mole point d'affixe 2;, tel que le triangle 0 G.,M °soit équilatéral
 
direct On désigne par Glle centre de gravité du triangle OG"Mo'
 

.1t !it 

1°)	 a) Démontrer que 1+ e''3 "" .,f3 e 6" 
b) Exprimer 2;, en fonction de Zoo 
c) Démontrer que le point G l d'affixe ZI est l'image du point Go 

par la,,~tudedirecte S de centre 0, de rapport ~ et d'angle ~. 
2°) On·définit dans le plan P les deux suites de points (M"b et (G,.),.,g 
telles que, pour tout entier naturel n, le triangle OGnMn soit un 
triangle équilatéral direct de centre de gravité Gn+l . 

a) Pour tout entier n, on désigne par Zn l'affixe de Gn et 2;, 
l'affixe de Mn' Démontrer que: GU+1 '" S(G.) et exprimer z",+1 en 
fonction de z... 

b) Pour tout entier n, exprimer Zn en fonction de n, r et 6. 
i:! 

3°) On suppose dans cette question que Zo = 8 e 4. Placer les points 
GO' Gl' Gy G3 etG•. 

~artie B: 

~- - -. -.. 
QJ.l1S l'espace rapporté au repère orthonormal direct (0, u, v, w), 

-;0. -+ -+ 
onconsidère la suite de points (K,.),.,g telle que G"K" == OG,. A 0(;,..1, 
où les po~ts_G", Gv ..., G", ... sont ceux de la partie Asitués dans le 

plan ( 0, U, v). 
r 2 ..J3

1°)	 a) Montrer queGJ<."" -6-' 

b) En déduire l'aire du triangle OGoG I en fonction de r. 
2°) On considère la suite numérique (u,..)..."o définie par u" '" GnK,.· 
Exprimer u,,+\ en fonction de Un' Puis en déduire un en fonction de r et 
den. 
3°) POUl' tout n, on note 5" la somme des aires des triangles oGoG 1 ; 

OGIG2 ; ... ; OG...lGn • Exprimer Sn en fonction de r et n et calculer la 
limite de Sn quand n tend vers l'infilli. 

C'''o~ 
/ ,{ 



rROBLEME (11 points) 
~ ..... 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (0;7,]). L'unité choisie est le centimètre. 

Partie A 
2:J:) Soit (h) la conique d'équation y. - x = 16 dans le repère (0;7,]). Quelle est la nature de (b) ? 

On note A le sommet de (h) d'ordonnée positive. Tracer (h). 
,'ô,:'}) On pose: z = x + iy, z' = x' + iy', ZIf = x" + iy" où x, x', x", y, y', y" sont des réels. 

Soit R l'application du plan qui à tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' défmie par: z' = :1i-<l-l)z . 2 
Démontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et l'angle. 

r) Soit S l'application du plan qui à tout point M d'affixe z associe le point M" d'affixe ZIf définie par: z· = .JI(-1+1 )i 

H) Démontrer que l'ensemble des points invariants par S est la droite (D) d'équation: y = (.Ji+1) x. 
h) Démontrer que S = RoS(oJ) où J est le point de couple de coordonnées (0; 1). 
c) Déduire de ce qui précède, la nature de S. 

,f"') a) Vérifier que: R(A) = S(A). On notera A' ce point. 
b) Démontrer que (D) coupe (h) en deux points E et F. 

5") a) Démontrer que les coordonnées de M, M', M" vérifier: x'y' = x"y" = 
2 

).±(l- x
 

b) En déduire que (h) a la même image par R et S. On appelle (II) cette image.
 

Donner la naMe et une équation de ( H ) dans le repère (0;7,]).
 
•	 a} Expliquer pourquoi E et F appartiennent à ( fi ).
 

b) Construire sur la même figure la courbe (h), les points A et A', la droite (D) et la courbe (H ).
 

. ) On note (h+) l'ensemble des points de (h) d'ordonnées positives. 

TI) Démontrer que (b+) est la courbe représentative de la fonction f: x~~x2+16 dans le repère (0;7,]). 
lI} Soit N un point de (h+) d'abscisse x positive. On note U(x) l'aire de la partie (~) du plan, limitée par la courbe (t·, 

segments [OA] et [ON]. Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x : x [x~]U(x) = fo~t2+16dt:::- ": ' 

On ne cherchera pas à calculer U(x). 

, ) Pour tout réel positif ou nul x, on. pose: G(x) = 8ln(x + ~x2+16 ). 

Prouver que U et G ont la même fonction dérivée sur [ 0 ; +00[. Calculer U(O) et €I(O). 

En d.d.ure que pounout red po"tif ou nul xc U(x) ~ 8l{X+~} 
'-"\ Soit ( C ) la courbe représentative de U dans le plan muni d'un repère ortl'tonormé (unité: 1 cm). 

Onfera un graphique séparé de celui de /a partie A . 
a) Etudier le sens de variation de la fonction U sur [ 0 ; + OC! [.
 

b) Calculer le nombre dérivé de U en O. Préciser l'allure de la courbe (C) au voisinage de l'origine.
 
~:) Tracer la courbe ( C ) sur l'intervalle [0; 8]. On construira la tangente à (C) en O.
 

Onprendra:ln""O,693; ln(1+.J2)::::O,881; ln(2+,J5')::::1,444; ln(l+,J5) ;:;:1,174. 

m appelle (H+) l'ensemble des points de (H) d'ordonnées positives. 

<1 se donne un point N' de (H+) d'abscisse x' telle que: x'?: 2.J2 .
 
') Démontrer que le point Nb tel que: NI = R-1(N') appartient à ( h+) et que son abscisse x est positive.
 
') Soit (~' ) la partie du plan limitée par (H+), les segments [OA'] et {ON']. Démontrer géométriquement que (~' ) ,
 

même aire. 

,-------------_._-------------_......-----------------_....-----_......-------_...----------_ .._---_..._------_..._.....---_..-------------""------------_ ... , 
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REPUBLIQUE GABONAISE 
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Epreuve de MATHEMATIQUES 

Série: C&E 

Durée: 4b 

Coeff: 5 

EXERCICE 1. (4 points) 

Une urne contientl 0 boules: cinq sont blanches et portent les numéros 1 , l ,1 ,2 ,4 ; trois' sont noires et portent
 
les Numéros 1, 3 , 5 ; enfin deux sont rouges et portent les numéros 6 , 6. Les tirages sont équiprobables.
 

1° Soient A et B deux événements indépendants .Démontrer que p(A) = peAn B) +p(A) x p(B) puis en déduire
 

que A et Bsont des événements indépendants.
 

2° Soit l'expérience € qui consiste à tirer simultanément deux boules de l'urne.
 
a) Calculer les poobabilités des événements suivants:
 

El : les deux boilles ont la même couleur.
 
E2 : les deux boules sont de couleurs différentes.
 

E3 : les deux portent le même numéro.
 

b) Sachant que les deux boules ont la même couleur, calculer la probabilité qu'elles portent le même numéro.
 
Les événements El et E2 sont-ils indépendants?
 
3° On suppose maintenant que : chaque boule tirée portant un numéro impair fait gagner 5F et chaque boule
 
tirée portant un numéro pair fait gagner lOF. Soit X la variable aléatoire associant à chaque tirage simultané de
 
deux boules , la somme des gains.
 

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
 
b) Déterminer et interpréter E(X), l'espérance mathématique de X.
 

EXERCICE 2 (5points) Les questions 1°,2° et 3° sont indépendantes. 

Le plan complexe est muni du repère orthonormé direct ( 0, û: v). 

1° On donne les points: A(~) , B(~) ,cC=~), A'{130)' B'(:) et C'C~~)· 
Soit f l'application affine du plan telle que: f(A) = A', f(B) = B' et f(C) = C'. 

a) Démontrer que f est bijective. 
b) Déterminer l'expression analytique de f. 
c) Déterminer une équation de la droite (D') image par f de la droite (D) d'équation y = 2 x + 3. 

X
1 = y* 4 

2° Soit g l'application affme du plan d'expression analytique: y' = x ~ 2 
{ 

a) Démontrer que g est bijective.
 
b) Déterminer l'écriture complexe de g et en déduire que g est un antidéplacement.
 
c) Déterminer l'ensemble des points du plan invariants par g et en déduire la nature de g.
 
d) Déterminer les éléments caractéristiques de g ; (On donnera une équation cartésienne de son axe (A)).
 

3) a) Déterminer l'ensemble (C ) des points M du plan d'affixe z telle que 1Cl+iv3) z + 3 +~ i.".'3 1= 1 
<. 

b) Soit h la transformation du plan d'écriture complexe z' = (1 + iv'3) z + 3 +2 h/3" 

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de h.
 
c) Déterminer E antécédent de 0 par h. En utilisant h retrouver l'ensemble (C). Cl /2)
 



PROBLEME (11 points) 

Partie A 

On considère l'équation différentielle (E) : y' - 2 Y- 4 = 0
 
1° Déterminer le réel b pour que la fonction ftelle que f(x) = eLx + b soit solution particulière de (E).
 

2° Résoudre (E) .
 

PartieB
 

Pour tout réel k, on pose fk(x) = ké:x - 2; on appelle (C01a courbe de fk dans un repère orthonormé.
 

1° a) Montrer qu'à tout point M(XO, Yo), il correspond un unique réel k tel que M appartient à (Ck). 

b) Donner l'équation de la courbe ( C k) passant par ( -1 ; 2 ). 

2° a) Donner l'équation de (C 0)' 
Hm f (lé)

b) On suppose k+ O. Calculer k· et en déduire qu'il existe une droite (D), asymptote à chacune des 
x -7 ~œ" 

courbes ( C k).
 

Partie C
 
1° a) Etudier le sens de variation de fI et donner son tableau de variation.
 

b) Déterminer les coordonnées du point A, intersection de ( Cl) avec l'axe des abscisses.
 

c) Tracer (Cl) e (D) dans le repère orthonormé (0, il, v )d'unité 2cm.
 

2° a) Déterminer l'expression analytique de la symétrie orthogonale S d'axe (D) d'équation y = -2.
 

b) Soit S(M)= M'avec M (x, y) et M'(x', y'). Montrer que: y = fk (x) <=> y' = fk(X') . 
... 

c) En déduire que si M est un point de ( C k) alors M'est un point de ( C -k)' 

d) Comment passe- t- on de la courbe ( C k) à la courbe ( Ck) ? 

e) Tracer (C -1) dans le même repère que (C 1)' 

3°) Hachurer le domaine il, compris entre (C -1) , (C 1) et les droites d'équations x = -1 et x = î. 
Calculer en cm2 l'aire de ce domaine.
 

4° a) Calculer les coordonnées du point B, intersection de la tangente (Tl) à (Cl) et de la tangente (T -1) à
 
(C -1) au point d'abscisse O. Tracer ces tangentes.
 

b) Déterminer l'équation de la tangente ( T k) à ( C k) au point d'abscisse 0 et montrer que toutes les tangentes
 

( T k) ( k variant dans IR ) sont concourantes en un point que l'on précisera.
 

Partie D 

Soit (Un) la suite définie, pour tout entier naturel n non nul par : Un = ~ Lk:::l f(~ ) où f est la fonction définie 
n n 

sur [ 0 ; +00 [par f( x) = ex + 1}2e- J: • On désigne par ( C ) la courbe de f. 

1° a) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation sur [0; +O'J [. 
1

b) A l'aide de deux intégrations par partie calculer l'intégrale 1= J f( x)dx et en donner une interprétation 
0 

graphique. 
k 4 

2° Vérifier que, pour tout entier naturel n=F 0, on a : Un = 1::; Lk~l (k+ n) 2 e- fi et ~ l:~~~ fe ~ )= Un + e 
n	 !!l n ne 

3°a) Etablir que, pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel k tel que 0 :::; k :::; n - 1 on a : 

k + ~
 

:. f( ~) < f:-.-n- f( t) dt ::; ~ f(~ + 1).
 
n n	 !::. "- n n
 

n
 

1
b) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a : Un + e - 4 < L f( t )dt < Un. 

0ne 

c) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : 1 < Un < 1_ e - 4
ne 

d) Etudier la convergence de la suite (Un) puis préciser sa limite. (2/2) 
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Exercicel : Arithmétique: division euclidienne, 
numération de base h, congruence modulo Il dans Z 
(3,5 points) 
1) Soit a un entier naturel. Le reste de la division
 

euclidienne de a par 12 est 8.
 

Quel est le reste de la division euclidienne de a par
 

6 ? par 4? par 3 ?
 

2) Un entier A s'écrit 524 dans le système de
 

numération de base b et a pour reste 4 dans la
 

division euclidienne par 7.
 

a) Démontrer que: 5b2 + 2b == 0 [7] 

b) En déduire l'ensemble F des valeurs de b. 

3) On suppose que b=7. 

Donner l'écriture décimale de A.(on pourra 

remarquer que A est premier). 

4) Résoudre dans Z x Z l'équation d'inconnue 

(x;y): x2+4x=y2+259 

Exercice 2 : Suite d'intégrales (4 points)
 

Pour tout entier strictement positif n, on pose:
 

1)Etudier le sens de variation de la suite (1) puis 
n n<:l' 

monter qu'elle converge. 

2)Démontrer que, pour tout entier naturel strictement 
supérieur à l, on a : 

_1_. (1-_1_)~I ~_e_(l __l_).
n - l 2"-1 

n n -1 2"-1 

En déduire la limite de la suite (1) . 
n 11<:1 

3) a)Détenniner sur R * la fonction dérivée f' d n e 

1 
( 'XH--. 11 .v n 1-:(xe· 

Donner l'expression de f 'n en fonction de .r;, et 

In+1 . 

b) Déterminer une relation entre 1 t 1 . 
11 e 11+1' pUIS 

démontrer que: lim (nI)11+1 = 1 •J1->+:r.: ~ 

c) En déduire que la suite (ni/1 t<:! converge et 

déterminer sa limite. 

Problème (12,5 points) : 

Les parties A, B et C sont indépendantes. On 

pourra, en cas de besoin, admettre les résultats d'une 

partie en l'indiquant clairement, puis traiter la partie 

suivante. 

Le plan (p) est muni d'un repère orthonorm,é 

(0, i , j). 

Soit (D) la droite d'équation: y =~ x . 
2 

On considère la symétrie s d'axe (D), de direction 

celle de j,d'écriture analy'tique : {x'= x . 

Partie A :(2,75 points) 

Etude d'une affinité du plan 

On considère l'application 

y'=x-y 

affine g de ( p) dans 

(p) qui, à tout point M (x;y ) associe le 

pointM'(x';y')tel que: 

rX'=-.!..x+l 
2 

t • 3 1 
Y'=-'4 x +Y +2 

1) Montrer que .g est une bijection vérifiant: 

gos=sog. 

2) Déterminer l'ensemble (t-.) des points M (x; y)
 

invariants par g .
 

3) a) Soit M(x;y)un point de (P)d'image
 

ivf'(x';y') par g. 

Démontrer que si M (x; y) n'est pas invariant par 

g, alors la droite passant par les points Ai (x; y) et 

M' (x '; y ') garde une direction indépendante de 

AI ( x; y) que l'on précisera, 



/0--"--, 
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Oépaltement de mathématiques 

b) Calculer les coordonnées du point 

d'intersection 1 de (MM ') et de (6.) . 

4) Montrer que g est une affinité dont on précisera 

les éléments caractéristiques. 

Partie B :(6points) 
Etude d'unefamille F d'applications affines bijectives 

On désigne par f l'ensemble des applications 

affines bijectives f de (p) dans (p) telles que les 

deux propriétés (1) et (2) suivantes soient satisfaites: 

1 
(1) f(O) appartient à (D)d'équation: y =-x -. 2 

(2) l'application linéaire (jJ associée à f vérifie 

(jJ(ii+ ])=a(ii+']) 

(jJ(7)=bJ 
Où, a et b sont des nombres réels non nuls. 

l)a) Préciser le couple (a, b) pour que f soit une 

homothétie. 

b) Préciser le couple (a, b) pour que f soit une 

translation. 

2) Soit A un point de (p) tel que le vecteur OA soit 

colinéaire à } et, Bun point de (D) distinct de D. 

On note Ij/ J'application linéaire associée à s. 

a) Déterminer If/ ( DA) et Ij/ ( OB ) . 

b) En déduire Ij/ (J') et Ij/ ( if + ]) 

(on pourra prendre DA = A)', et OB = 2a7+a], 

(A,a) E ne 
3) a) Démontrer que set g appartiennent à F. 
4) On note ri c9 l'ensemble des éléments de Jf 
vérifiant: 

f(OX2a;a) Ca ER) 

(jJ(J') = ] 

17 ( ii + J') = a (2i + ]) 

i-" - r.f -1 
a) Di'rnontrcr que: tp( i) = ai + ~-~- j 

. L 

r 
J. l' 

Démontrer que le point M (x; Y) a pour image par 

1; le point M '(x '; y ') tel que: 

X'=aX+2a 

a - 1 (a E :IR * et a E JR)
{ y'=--x+y+a 

2 

c) Quel est l'ensemble des points invariants par 

1; ? (on discutera selon les valeurs de a) 

d) Dans cette question, on prend a = O. Soit 

Mo (xo;Yo) un point du plan (p). On pose: 

Ml = ft (Mo) et \:in E N*,Mn+1 = ln (Mn) 

On désigne par (x ; Y ) les coordonnées dun n 

_p-QintMn • 

-Calculer x et Y en fonction de xo,Yo et a.n n
 

-Etudier la convergence des suites (xn ) et (Yn)'
 

Partie C : (3,75 points) 
Etude d'une fonction) équation dg l'image de sa 
courbe par ft 
1) Soit F la fonction définie par: 

F(x) = lx+ln(x).
2 

Etudier le sens de variation de F, puis représenter 
graphiquement cette fonction dans le repère 

(0, i , j ). On désignera par (C) , la courbe 

représentative de F .
 
2) a)Soit ft url élément quelconque de 11 .
 

Déterminer une équation de l'image de (C) par ft.
 
b) Soit (p,q)ElR.*xlR.et (Cp,q)la courbe 

d'équation: y = ln (px + q) + lx 
2 

dans le repère (0, i , j ). 

Démontrer que (Cp.'!) est l'image de (C) par une 

application appartenant à fI ' 

3) soit (f) la courbe d'équation 

1
y=ln(-2x+2)+-x

2 
Reconnaître l'application appaitenant à ft qui 

transforme (C) en (r), 
1) t' 1" ! ",), / ,-,\ ... cons -l'UIre ,'Image \~. G,:; \'~ ) par go S ,1 
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EXERCICE 1 (Spoints) 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonomlal ( 0; Ù, V ) unité 2cm. On 

donne les points A, B et C d'affixes respectives i;.J2et.J2 + i ; on appelle l, J et K 
les milieux respectifs des segments [OB], [AC] et [BC] et S la similitude directe qui 
transforme A en 1 et 0 en B . 
1 . Faire une jigure . 
2 . a. Déterminer le rapp01i et l'angle de S. 

b. Donner l'écriture complexe de S. 
c.	 En déduire l'affixe (J) du centre n de S. 
d. Quelle est l'image par S du rectangle AOBC?
 

3 On considère la transfonnation S2 = SoS.
 
a. Quelles sont les images des points 0; B et A par S2? 
b. Montrer que S2 est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport. 
c.	 En déduire que les droites (OC), (BJ) et (AK) sont concourantes. 

4. On définit la suite des points An de la façon suivante: Ao=A et pour tout entier 
naturel n, An+1= S(An) . 

a. Placer les points AI , A2 et A3 sur la figure. 
b. On note Un la longueur du segment [AnAn+l]' Exprimer Un en fonction de Un-l . 

c.	 Calculer Uo et en déduire Un en fonction de n. 
d. Calculer Sn = Uo+ +Un. Quelle est la limite de Sn lorsque n tend vers +oo? 

EXERCICE 2 (Spoints) 

-	 - 1fDans le plan orienté, on considère le losange OABC tel que (OA.;OC) =- et üA= a 
3 

où a est un réel strictement positif. 
Le cercle (r), de centre 0 et de rayon a, coupe le segment [OB] en E. 
Soit F le point de la demi -droite [OC) tel que CF = EB et C est situé entre 0 et F. 

On note rI la rotation de centre 0 et d'angle	 1f et I2 la rotation de centre A et 
6 

d'angle - 2n. On considère la transformation g = f1 OT2.
 
3
 

10 a. Déterminer les images des points 0 et A par g. 
b.	 Démontrer que g est une rotation dont on précisera l'angle. En déduire que les 

:1,..~,;.j.··.., (1:'1:'\ el in A \ "O"lt perpendl'cularr'es et que EF = OA"'.;t..._'lP.~tç~ Li J - .... "J...:"-"'1.) ~ ! '	 e 

c. Déterminer et construire l'image (r') de (r) par g.
 
2° .La perpe·ndicu.!airc i la r:...Ir-u_~t,,:· <~()C) 1)~:·:-~·::~~·ü..( ~.',~:; E '-·~_~ic.~_;~_ ~
 

a.	 Démontrer que le triangle EnA est rœtangk isocèk i:H f:!" 

1 



-----~~~~~~~~~~~~~~~~~------

t" 

b.	 En admettant que deux rotations de même angle qui coïncident en un point sont
 
égales et t:D utilisa..'1t la question 10 a. déduire le centre de la transformation g.
 

c.	 Démontrer que les droites (EF) , (i~,C) et (On) sont concourantes en un point H
 
qui est l' ortnocentre du triangle OAE.
 

PROBLE1VlE (10 points) 

Le but du problème èst d'étudier dans sa première parne la tonction f définie par 

,. . 1 ., " .,. b l ' 
t,X) = -~-'-, PUiS, Gans sa se'onde p<irtle, deta>llf tm encach-ement dè l' intégrale 
.. 1- xe'" 

1:= 1f(x)dx . 

PARTIE A 

1. On consJdère la fJnction g dcfimè sur m. par g(x) =x - e ,·1 

:.l	 Etudier les variations de g (on ne d'è:rnandc pa.s dans cene question de c3.Jcukr
 
ies limites de g). Calculer g( 1) et montrer que pour LOU! :\ réel g(x) ::: O.
 

1 

b En déduire que pour tOu i ' rée] xe" <.:. PU1S 1- x[' -, >()
 
e
 

fo[}cuon l.~:.:r1T1 te; sur 
,.. ,.,.-.... 

. ' ~ 

:1..	 \/(.~ri.ficr (lue t'est délirne sur iFZ. 
b.	 [)ér.ern·Hnt~r les tlD1.ire~) de f sn ...:x) ("~t ~ ':.~0 

.',., . i: ,~._.-.",~ r-. .• ~. " ......... /'\ \
 
••• ......lo ~ ' .• ~, ••• ~ ' ~ '-.'-.... V 1 

~... ,~.'I. •••• 

1 \.j"_~Ics ünages par 

'( _. " ..  '. . 
i. _.. J t;..· )iL".: -

...li 

f ...... 11 -IL~. y~,-
~.• l" t: U ...... 

•iJ 

j 

~~L _:\ r~l1de (lune Intégration par p::~..l-:le:5 .. n10ntrer que <-/! == i --=. 

>....~.~ <"'--•• 1--... •.•. ,-.1"- ~ - ,.""t.' ~ t J ....il:...J ... '-. '.; \... ! il, - " l .... 

l 5 , 
Ln déduire .J ,:.= '4"0--;;). 

3. POUT tout elltler naturel non nu] 



-X)n+l1	 (----.> M tr	 t ' 1 '1 -x 2 -2x n -IL< _ - xea. on er que, pour tou ree x. + xe + x e + + x e - -x 
1-xe 

b. En déduire que 1- Un = 1xn+1e-(n+I).rf(x)dx. 

C.	 En utilisant la partie A-l.b montrer que pour tout x positif ou nul : 

o<' ,11+1 -(n+l)x < _1_ 
- x e - en+1 • 

En déduire que pour tout x positif ou nul:
 

O< n+l -<n+I)Xjf v) < 1
-x e \"" _ 
en(e-l) 

d.	 En déduire un encadrement de I- Un; étudier alors la convergence de la suite 
de tenne général Un. 

1
4.	 Montrer que U? :s; J:S; U? +? . Sachant y'~ue U2 = l + JI + J? , trom/er 

- - e-(e-l) 

deux nombres décimaux dl et d2 tels que 0 < d2 - dl < 10-1 et 1<d2 . 

FIN 

j 
1 
l 

1 

r3 ! 
'1 
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INSTITUTION IMMACULEE CONCEPTION 

BAC BLANC 2007 MATHEMATIQUES 
SERIEe 

DUREE: 4 HEURES 

Exercice 1 : ( 5 points) 

Dans le plan orienté, on considère un rectangle ABCD direct tel que: AB = a et BC =2a, 
où a est un nombre réel strictement positif. On désigne par K le milIeu du segment [BC]. 

1- , m désigne un nombre réel non nul, et on désigne par Gm le barycentre des-points 
pondérés 

(A, ml, (B, -1) et (C, 1).
 
a). Préciser la position de G 1 •
 

b). Déterminer l'ensemble (E) des points G m lorsque m décrit IR\{O}.
 

c). Déterminer et construire l'ensemble (F) des points M 'tels que: .liMA - ME +Mêll = a/5. 
d). Déterminer, en fonction de a,la valeur du nombre réel ktel que le point A appartient à 
l'ensemble (Lk) des points M qui vérifient: MA2 

- MB2 + MC2 = k. 
2- Soit s la similitude 'directe telle que: s(A) = K et s(B) = D. 

Déterminer le rapp~rt et l'angle de s. 
3- On veut préciser la position du centre 0 de la similitude s. 

a). Les droites (AB) et (DK) se coupent en I.
 
Démontrer que les points A, 0, K et 1 sont cocycliques.
 
En déduire que BK =BO = BA. .
 

b). Démontrer que l)K= DO. 
cl. ~n déduire que 0 est le symétrique de K par rapport à la droite (BD). 

4- Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé direct tel que les affIXes des points 
A, B et D s~nt respectivement 0, 1 et 2i. 

a). D4Sterminer l'expression complexe de s et l'affIXe ~e O, 
b). Vérifier que 0 est bien le symétrique de K par rapport à hi droite (BD) en montrant que 

BK = BO et que les droites (OK) et (BD) sont orthog0ltales. ' 

Exercice 2 : ( 5 points) 
Le plan P est muni d'uDlepère orthonormé (0 ; l, J) et f est une application-affine de P 

xl = -(8x +4y +7). 1 1 
dans P qui, au point M (x ; y) associe le point M' (x' ; y') tel que: 7 

, 1 
yl= -(5x+27y+35)

7 
1- a). Déterminer l'ensemble (A) des points de P invariants par f. 

b). Montrer que, si M n'estpas invariant, la droite (MM') garde.une'direction fIXe que 
l'on précisera. 

c). Montrer que les coordonnées du point H, intersection de (MM') et ,de (A) sont: 
20x-4y-7 -Sx+ y-3S ' . . 

xB = et YB = • 
. 21 . 21 

d). Exprimer le vecteur """iiiF' en fonction de HM ; reconnaître l'application f et. préciser 
ses éléments caractéristiques. , 
2- Soit la suite de points An(xn; Yn) telle que Ao(2 ; 3) et. An+! = f (An). 

a). Montrer par récurrence que tous les points An(xn ; Yn ) appartiennent à la droite (D) 
dont une équation est: 5x - y- 7 = O. En déduire que: Xn+l ~ 4x - 3.n 

b). Démontrer que (xn) et de (Yn) sont des suites de nombres entiers relatifs. 



l- a). Montrer que xn est divisible par 7 si et ieulement si Yn est divisible par 7. 
b). Montrer que si X net Yb ne sont pas divisibles par 7, alors X a et Yn sont premiers entre 

flUX. 

e). Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : xn = 4° + 1. 
- dl. Quels sont les restes de la division euclidienne de 4n par 7 ? 
la déduire que Xn et Yn sont toujours deux nombres entiers relatifs premiers entre eux. 

PROBLE~E : ( 10 points) 

m étant un nombre réel, on appelle fml'application de ]0 ; +col dans IR qui, à x, associe 
2 

fm(x) = x -1 _ m lnx et (Cm) sa courbe représentative dans un repèr~ orthonormé 
4 2
 

(0 ; l, J) ; l'unité de longueur est 5 cm.
 
Partie A : L'objet de cette partie est l'étude de fm•
 

1- a). Calculer Hm fm(x),
 
. x-.;.+oo .
 

b). En distinguant les cas où m = 0, m< 0 et m > 0, calculer Hm fm(x).
 
x-.;.O 

2- a). Justifier que fm, est dérivable sur ]0 ; +ro[ , puis donner suivant les valeurs de m, les 
différents tableaux de variation possibles. 

b). Montrer que, p21r un point Mo(xo ; Yo) vérifiant xo > 0 et xQ *" 1, il passe une et seule 
courbe ( Cm). 

cl. Montrer que toutes le~ courbes ( Cm) passent par un unique point n dont on 
précisera les coordonnées.
 

Construire le,s courbe~ ( Co), (C4) et ( C.l) dans le même repère (0 ; l, J).
 
, '. '2 ' 
"- . . . . x 1 

Partie B : Dans cette partie, on considère la fonction f4 telle que: 14 (x) == - - - - 21n x.
4 4 

1- ,Montrer que l'équation f4(x) = opossède deux solutions et deux seuleme~t dont l'une Xo 

appartient à [3 ;4] (On nè debtande pas de caléuler Xo ici). 
Montrer que xQ = .JI +8lnxQ . 

2- On considère la fonction numérique g définie de [3; +00 [vers IR par: g (x) = ../1 + 8lnx. 
Mentrer iiüe:---..-. g(x) ~-3 " ------

4
etque: O~g'(x)~-.
 

9
 

3- Soit(ua)lasuitedéfiniepar: uo =3 et un+l =g(un)=~1+81n(un) • 

a). Montrer par récurrence que: V n e IN, un ~ 3. 

b).Montrerq'ue: VneiN, IUn+l-xol ~ 4jun-xOI.
9 

el· Mont~er que: pour tout n de IN, IUn - xol ~ (i)n .• En déduire la convergence de (ua). 
9 

dl· Trouver le plus petit entier n tel que Ua soit une valeur approchée de Xo à 10 - 2 près. 
. ' 2 

Partie C: On considère la fonction hdéfinie sur JO; +oo[ par :h(x) = x -l_.!.lnx. (On
4 2 

pourra reconnattre que h = fi ]~ 

1- On no'te )L'un réel stJictement positif. 

a). A l'aide d'une,intégration par parties, calculer Illnx dx . .. 

2/3 



",------------------------------...:.-

En déduire la valeur de A(À-) =Ilh(x) dx. 

b}. Déterminer la limite A de A(À-) quand À- tend vers zéro par valeurs supérieures. 

p=n 
2- Pour n entier naturel supérieur ou égal à 2, on pose Sn =l L h(P). 

n p=l n 

a). En utilisant le sens de variation de h sur ]0 ; IJ, démontrer que, pour p entier naturel 

1 +1 p+l 1 
vérifiant 15 p 5 n -1, on a : -h(L-) :$ f ---;: h(x)dx 5 -h(P). 

n n P n n 
n 

111
b}. En déduire que: Sn --h(-) 5 A(-) :;; Sri' 

n n n 

puis que: 
1

A(-) S Sn S 
1 1 1

A(-)+-h(-). 
n n n n 

c). En déduire que: lim 
1

Sn =
n ~+oo 3 
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EXERCICE 1 

Pllrtie A 
Dans le plan complexe muni d'un repère 
orthonormal direct ,A , B , H sont les points 

d, m . a+bb ba Ixes respectives a, et -- et a ~ 

2 
A chaque point M( z) distinct de A, B, H on
 

associe le point M'(z') tel que


z'-a z-a 
[ 1 1z'-b z-b 

1°) Montrez que

(M'A.M'B) = (MA ,MB) +11:, modulo 2rr 
2°) a) Montrez que 

(Z'- a;b)(z_ a;b)=(b;d)2 
b) Déduisez-en que la droite (AB) est bissectrice 

de (HM,HM'), et que: HMxHM'= HA2 

c) Montrez que, sans calculs nouveaux ,que si K 
est le milieu de [MM'] , la droite (MM' ) est la 

bissectrice de (KA, KB). 

3°) On suppose que a = 2i , b = 4 + 3i, z = 1+ 4i 
Placez alors le point M'( z' ) 

Partie B 
Applications aux racines carrées d'un nombre complexA! 

1°) a est un complexe non nul, Zl et Z2 sont deux 
racines carrées de a .Les points MI , M 2 , A , 

B ont pour affixes respectives Zl , Z2 , a el 1 
Montrez que pour a = a et b = 1 , ZI et Z2 vérifient 
la relation r 1 1 énoncée au début de la partie A 
2°) Déduisez-en que (M,M2 ) est bissectrice de 

(Ol/,OB), où 0 est l'origine du repère 

3°) Placez les points MI el M 2 lorsque a = -3 + 2i 

DE MATHEMATIQUES 

EXERCICE 2 
Méthode de calcul d'une ,'nleur approchée de l'intégrale 

J = f: sin x dx . 
ï x 

1°) Transformation de J 

POlir tout élément u de [%; JI' ], on pose' 

F(u) = ~ sin t dt et pour tout élément x de [O;~] 
2 t 

rx sin 7f.t 
on pose G(x) = Je --dt 

o )_ ( 

a) Prouvez que pour tout élément x de [0;~ J 
G(x) = F(rr) - F(rr ( 1- x » 

(On pourra comparer les dérivées des deux membres ) 
1 • 

b) En déduire que J = 1: SIll7f.t dt 
o 1- ( 

2°) ApproximaJiOlI de J 
1 

Soit (Un) la suite définie par Uo = Sc: sin 7ft.dt 

1 
net si n ~ 1 , Un = Lï t sin 7f.t.dt 

a) Prouvez que, pour tout n ~ 1
 
J=UO+U I + +Un.l+rn
 

1 n • . 1: t sm 7f.t d ou rn = --- t 
o ]-1 

b) Etablissez que, pour tout élément t de [ 0; ~J 
n 

t sin 7f.t ~ 2t n 

1-t 
Déduisez-en une majoration simple de rn . 

c) Montrez que: J = lim ( Uo + UI + .. + Un-I ). 
n-.+ 00 

3°) Calcul des Ùttégrales u•. 
a) Calculez Uo el Ut 

b) Etablissez que, pour rout entier n ~ 2 

U = - 1 [n--n(n-I)U ]
n lf" 2,,-1 n--2 

4°) Conduswn 
A partir des résultats obtcnus cn 2°) ct JO), 

indiquez une méthodc dc calcul d'uoe valeur approchée 
de J à la précision 10.2 (On ne dcmande pas 
d'cffectuer ce calcul ) 

PROBLEME 
La chaînette 
La chaînette est la courbe suivant laquelle se tend un 
fil homogène, pesant, flexible et inextensible, 
suspendu par ses extrémités à deux points fixes 

(Définition Petit Larousse ). 
On montre et on admet dans ce problème que, 
rapportée à un repère orthonormé convenable, la 
chaînette admet une équation de la forme 

e.lx +e-.lx 
y= avec À>O 

2À. 

On laisse prendre un tel fil d'une longueur de 4 m 
entre deux points situés à une même hauteur et 
distants de 2 m. Le but du problème est de calculer 
une valeur approchée de la flèche prise par le fil , 
c'est-à-dire la distance d indiquée sur le schéma 

ci-dessous 

\]V
 
A cet effet, pour tout À> 0 , on considère la 

e.lx +e-.lx 
fonction fl. définie sur IR par 'fl. (x) = --- 

2A. 
On note (Cl.) la courbe représentative de fl. dans un 
repère orthonormé, 

Partie A: Etude de la chaînette
 
1°) a) Etudiez la parité de fi ; préciser sa limite en
 

+00 et dresser son tableau de variations 
b) Tracez (CI) ( unité graphique: 1 cm ) 

c) Prouvez que pour tout Àla courbe ( Cl.) se 
déduit de ( CI) par une homothétie dont précisera le 

centre et le rapport 
2°l Calcul de ln longueur 1e III ç~~Î'1Flte. 

On admet que la longueur J-,(Â.) de j'arc de courbe 

d'équation y = fl. (x) compris entret~s points 
d'abscisse x = - 1 et x = 1 est égaleTintégrale' 

L (À) = (~) + [J'A (x)r dx 

( l'unité de longueur étant le mètre ).
 

a) Vérifiez que:
 

.lx .lx)l 
( 

:e)+[f\(x)f= e 

L (À) = e 
A 

_e-
A 

b) En déduire que: 
À. 

c) Calcul dc la flèche 
Exprimez en fonction de À. la flèche 

d(À) = fl. (1) - fl. (0) de la chaînette (Cl.) , 
(l'unité de longueur étant le mètre) 

partie B: Etude de l'équation L (Â.) = 4 
Soit À. un nombre réel strictement positif 
10) a) Résolvez l'équation d'inconnue X réelle: 

X 2 _ 4 ÀX- 1 = 0
 

b) En déduire que L (À.) = 4 équivaut à
 

el. = 2/...+ ..}4)..l +1 

c) Prouvez enfin que L (À) = 4 équivaut à 

À. = In(2/... + ..}4À.2 + 1 ) 
20) Soit g la fonction définie sur [0, +00 [ par 

g(x) = In( 2x + ..}4x' + 1 )
 
a) Calculez la dérivée de la fonction
 

U . x ---+ 2x + ..}4x' + 1 Calculer g' (x) 

b) En déduire le sens de variation de g .
 
30) Soit h la fonction définie sur [0 ; + 00 [ par'
 

h(x) = x - g(x)
 
a) Calculez h'(x) Etudier le signe de h'(x)
 

b) Prouvez que, pour tout x > 0
 

g(x)=lnx+ln(2+ )4+ x\ ) 
En déduire la limite de h(x) quand x tend vers +00 

c) Dressez le tableau de variations de h.
 
Déduisez-en que l'équation g(x) = x admet une
 

solution a et une seule dans ] 0 ; + 00 [
 

d) Prouvez que 2 ~ a ~ 3 . 
4°) On note 1= [2; + 00 [ 

a) Démontez que, pou tout élément x de 1, g(x)EI 
( on pourra utiliser B 2°) ) 

b) Prouvez que, pour tout élément x de 1 

0< g'(x) ~ 0,5 
Déduisez-en que, pour tout élément x de 1 

1g(x) - a 1 ~ 0,51 x - a 1 

5°) a) Soit (Un ko \a suite d'éléments clç l définie 

par' Vo = 2 et pour tafit n ~o Uo+ 1 = glUn) 
Qémontrez quç , pour tout entier naturel n: 

. IUn-al~(~5tluo-al 
b) Conclure quant à la convergence et à la limite 

de la suite (Un)o>-O 
c) Déterminez un entier no tel que UnO soit une 

valeur approchée de a à la précision 10-
3 

et calculez 

,UnO 

6°) On se place dans la situation décrite au début du 
problème, En rassemblant les résultats obtenus dans 
celui-ci, calculez une valeur approchée de la flèche 

d(a) . 
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EXERCICE l : (4,5 points) 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (0; 11, i"j ) et A est le point d'affixe 1. 

On considère l'application 4J du plan vers le plan qui à tout point M àistinct de A et d'affixe z, associe 

le point M' d'affixe z' == fez) == i + _z .' où :if désigne le conjugué de z. 
z+ l, 

• . " -4"\13+ 15i . l ,
1- a). Calculer a = tC ' ) , pUIS laI et arg(a).13 . 

b). Caiculer la racine f1 de l'équation fez) = ·lz + i et la racine r de l'équation fez) = ei~. 

2- a).Calculerarg[(z' - i} ( Z + i )J.Quepeut-onendéduirepourlespointsA, M et tJI' ? 

b). Exprimer l' affixe z" de Mil == q; 0 q;(rll) en fonction de l'affixe z de 

M. Que peut-on dire de tj> 0 <p ?
 

c). On appelle J l'ensemble des points invariants par cp. Donner une condition sur la distance AM pour
 

que le point M d'affixe z appartierme à J.Caractériser géométriquement cet ensemble 1.
 

3- On pose z = x + iy, ~t Z' = fez) = x' + iJ/, où x, YJ xJ et y' sont des réels.
 

1 + 1 • 
a.) CÇl.lcu.ler X e'tLY en fonction de X ety.
 

b). Détenniner l'ensemble des points M, d'affixe z, pour lesquels z' est réel.
 

c). Détenniner l'ensemble des points M, d'affixe z, pour lesquels la partie réelle X f
 

de Z 1 es t nulle.
 

EXERCICE 2 : (4,5 points)
 

Soit fla fonction défuue sur [0 ; 1] par: f(x) = )Zxz - 2x + 1. .
 

Soit cr) sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthononné (0 }J) et t:, le
 

domaine limité par (I), l'axe des abscisses et les droites d'équation x = 0 et x = 1.
 

1- 1). Montrer que (r) est incluse dans la courbe (H) d'équation
 

2 AiC 1)2 1
2Y - ''jf x- 2" =. 

1/3 



1 
~ 

1 1 ....:. Iw '~. 
.. ," ~ I .', '. 

,~.:·;,;:::2). Montrer que (H) est une hyperbole. Donner son axe focal r son '" 

... centre et ses sommets. Tracer (H) et (f). 

11- Soit a un nombre réel de [0 ; 1]. On pose 

. a JlJi = 1 +~ + .j1. + a et B==1+-- Y' +0.. 
2 2
 

Calculer le produit AB. En déduire que
 

(1) 

111- Soit J = Cf'{x)dx. (On ne cherchera pas à calculer 1).
-0 

1) Utiliser (1)' pour démontrer que pour tout x de [Oil]
 

'1 1 J '1 ...,' 12
1 + 2{x- _).2 - 2·ex - _)4 < Ît + 4(x- _)2 < 1 + 2(.X - -2)' . 
~ 2 2 ~ - 2 

2) En déduire un encadrement de I. 

3) Donner une interprétation graphique de l'intégral~ I. 

PROBLEME : (11 points) Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0; 1,J). 

Partie A: 

1- Soit fla fonction numérique définie sur [0; +oo[ par {(x) = X - ~ + e-x et soit (C) sa courbe 
2 

\ -~ 

représentative dans le repère (0 ; I,}). Etablir le tableau de variations de f. 

2- Soit T l'application ponctuelle qui à tout point M du plan de coordonnées (x,y) associe le point M'
'. f 1 

de coordonnées (x', y') tels que :ty' x_lx:' y . 

---4" 

a). Montrer que le vecteur MM' est colinéaire au vecteur î + j et que le milieu de [MM'] 

appartient à l'axe (0 ; i). 
b). Reconnaître l'application T. 

3- Soit 9 la fonction Immérique définie sur] - 00 ; 0] par gex) = X -;- + eX et soit (Cl) sa 

courbe représentative dans le repère (0 ; lJ-)-. 
a). Montrer que l'image de la courbe (C) par T est la courbe (Cl)' 

b). Etablir le tableau de variations de g. 

- 1 
4- Montrer que (C) et (CI) admettent pour asymptote la droite (D) d'équation.y = X -:;- et 

..... 

préciser leur position par rapport à (D). 

2/3 



5- Soit h la fonction numérique définie sur R par h(x) = X - ! + e-1xl et soit (f) sa courbe 
2 

représentative dans le plan muni du repère (0; l,1). 

Montrer que (f) est la réunion de (C) et de (Cl)' 

6 En ..=tdo~t:ant une unité de 4 cm sur chaque axe, construire (0) et la 

courbe Cf) dans le repère ----(0; il)) en précisant les demi-tangentes à (f) 
au point A d'abscisse O. 

Partie B 

Soit Dk la droite d'éauation v = X - ! + !, où k est un réel strictement supérieur à 1.• ,; Z k 

1- a). Etudier la position relative de (C)et Dk et don.ner l'abscisse de leur point commun Mk. 

b). Etudier la position relative de (CI) et Dk et donner l'abscisse de leur point commun Nk. 

c). Vérifier que Nk =T(Mk) (T étant l'application àéfmie en Partie A, 2-) et que le milieu Pk de 

[MkNkl appartient à l'a'xe (0 ; !). 

2- Démontrer que les parties du plan limitées, l'une par (C), Dk et (0 ; J), 

l'autre par (Cl), Dk et (0 ; J) ont la même aire a(k}. 

Etudier la limite de a(k) lorsque k tend vers +00. 

3- Montrer que l'aire du triangle APkMk est S(k) =i (1 - Dln k. 

4- On se propose d'étudier s'il existe une valeur de k telle que S(k) = 2a(k). (1) 

'. k-t 
a). ~It étant la fonction numérique définie sur] 1 ; +oo[ par 'If'(k) = ln le - 4 - , montrer que 

'f' 'fi' k+3' 

l'égalité précédente (1) équivaut à: 1/J(k) = O. 

b). Etablir le tableau de variation de tjJ.
 

c). En déduire l'existence et l'unicité de la valeur de k vérifiant l'égalité (1) et encadrer cette
 
valeur par deux entiers consécutifs.
 

3/3
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EXERCICE 1(5 points) 

1. Soit la sUite(uJ, définie par Ut = ~, et par la relation de récurrence un+1 = ~ un + ~ . 

a) Soit la suite (vn) défmie pour n~l par vn=un - ~ ~ montrer que (vn) est u e suite 

géométrique dont on précisera la raison.
 
b) En déduire l'expression de Vn en fonction de n, puis celle de Un'
 

2. On considère de dés, notés A et B. le dé A comporte trois faces rouge et trois faces
 
blanches. Le dé B comporte quatre faces rouges et deux faces blanches.
 
On choisit un dé hasard et on le lance :' si on obtient rouge, on garde le même dé, si 0 obtient
 
blanc, on change de dé. Puis on relance le dé et ainsi de suite.
 
On désigne pàr An l'événement «on utilise le dé A au nième lancer », par ~An' l'événement 

contraire de An' par Rn l'événement· {( on obtient rouge' au nième lan~er» et ar Rn
 

l'événement contraire de Rn' par an et rn les probabilités respectives de An et Rn'
 

a) Déterminerai'
 
b) Détenniner ~ ~ (pour cela, on pourra s'aider d'un arbre.)
 

1 2
c) Montrer que r = --a + -, 

n n6 3 

d) Montrer que, pour toutn ~ 1, A n+1 = (Rn (l AJ u (A., (l RJ,"· 
d 'd '	 l' 

t
1 1 . d" .c.' de) E n e UIfe que pour tout n 2 , a =-a + -, pUIS etermmer a en lonctlOn en. 

n+ 6 n 3 . n 

f) en déduire l'expression de r
n 

en fonction de n puis la limite de r
n 

quand n tend vers + CI) • 

EXERCICE 2(5 points)
 

Dans le plan orienté on considère un triangle isocèle tdque AB = AC et (AB' 1 AC') =~.
 

Soit 1 le point tel que le triangle CAl soit rectangle et isocèle avec ( CA' 1 CT) = -~.
 

Pour lafigure, que l'on complètera en traitant les questions, 011 prelldra AB = 5 cm.
 

1.	 On appelle TA la rotation de centre A qui transforme B en C et TC la rotation de centre 
C et d'angle _!. On pose f = TA 0 Te

2 

a) Déterminer les images par f de A et de B. 
b) Démontrer que f est une rotation dont précisera l'angle. On désigne par 0 son 

centre. 
c) Démontrer que ABOC est un losange, 



/, . 2.	 Soit s la similitude directe de centre 0 qui transfonne A en B. On appelle ['limage de 
C par 5, H le milieu du segment [Be] etH' son image par s. 
a) Donner une mesure de l'angle de s. Montrer que C' appartient à la droite (DA). 
b) Donner l'image par s du segment [OA] et montrer que H' est le milieu de [OB]. 
c) Montrer que CC'H')est perpendiculaire à (OB). En déduire que C'est centre du 

cercle circonscrit au triangle OBC. 

PROBLEME (10 points) 

[CO) = 0
 

On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 
{

[(1) = ;-.1 .
 
[(x) = lnt set E ]0 ; 1[
 

On appelle ce la courbe représentative de [ dans un repère orthonormé (0 ;l. j).
 
Le but du problème est d'étudier [ et de calculer l'intégrale:
 

fIl [t)dt 

A-Etudedef 
...	 ... 

1.	 a) Montrer que f est continue en 0 et en 1. 
b) Montrer que f est dérivable sur]O ; 1[. 
Calculer f' (t) et montrer que f' (t) a le même signe que <pet), où <p est la fonction 
définie sur]0 ; 1[ par : 

1
<pet) = ln t - 1 + -. 

t
 

c) Etudier les variations de cp ; en déduire le signe de f'.
 

2.	 Etudier la dérivabilité de f en 0; que peut-on en déduire pour la courbe '(j ? 

3.	 a) Prouver que, pour tout élément u de [0; ~] :
 
o <_1__ (1 +u) < 2u2
 

l-u 

En déduire que: 0 < -In(l _ u) _ (u + ~2) < 2~3.
 
b) Soit 9 la fonction défmie sur]0 ; 1[ par:
 

1 
gCx) = tex) .
 

Prouver, que pour tout élément h de [- ~ ; 0] :
 
h	 2hZ 

o < g(l + h) - g(l) + 2" < 3
 
En déduire que 9 est dérivable en 1 et préciser g' (1).
 

c) En déd ire que f est dérivable en 1 et prouver que f' (1) = ~.
 
2 

4.	 Tracer la courbe <& (unité graphique 10 cm). 



l' 1. ., 

- Calcnl de l'Integrale 1 
1

Pour tout élément x de ]0; 1], on pose: [ex) = I f{t)dt et J(x) = f: f~t:) dt./ x 
(On ne cherchera pas à calculer ces intégrales.) 

1, Soit K la fonction définie sur )0; 1] par: 

K(x) = j(x2 ) - j(x). 

a) Montrer que K est dérivable sur ]0; 1] et que 

K'(x) = ~ff(x) - 2f(x2 
)]. 

x 

b) Prouver que, pour tout élément x de ]0; 1]: 

{(x) - 2f(x2 ) = -x{(x). 

c) En déduire que, pour tout élément x de ]0; 1]: 

[(x) = I~ t-l dt. (1) 
x tInt 

2. Calculer la dérivée de la faction 'JI: t H ln(-In t) sur ]0; 1]. 

En déduire que, pour tout élément x de ]0 ; 1[ : 

f~2 dt = lnx. (2)
x tInt 

3. Prouver que, tout élément 0 < t < x < 1: 0 < _..2.- < -~. 
ln t lnx 

En déduire que, pour tout élément x de ]0 ; 1[ : 

o< /I x 
~I < -~. (3)- x2 ln t - Inx 

4. A partir de (1), (2) et (3), déterminer la limite de l(x) lorsque x tend vers O. 

5. Etablir que, pour tout élément x de )0; 1]: 

1 - I(x) = f; f(t)dt. 

En déduire que a < 1 - 1(x) < x. 

6. Prouver finalement que 1 = ln 2. 



· 2.	 Soit s la similitude directe de centre 0 qui transforme A en B. On appelle ['limage de 
C par s, H le milieu du segment [BC] etH' son image par s. 
a) Donner une mesure de l'angle de s. Montrer que C' appartient à la droite (OA). 
b) Donner l'image par s du segment [OA] et montrer que H' est le milieu de [OB]. 
c) Montrer que (C'H')est perpendiculaire à (OB). En déduire que C'est centre du 

cercle circonscrit au triangle OBC. 

PROBLEME (10 points) 

[CO) = 0 

On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par: [(1) = 1 .. 
{ t-l	 r[(x) = z;; si t E ]0 ; I I 

On appelle ce la courbe représentative de [ dans un repère orthonormé (0 ;T, j). 
Le but du problème est d'étudier [ et de calculer l'intégrale: 

f 1 
[t)dt

1 

A-Etudede[ 

1.	 a) Montrer que [ est continue en 0 et en 1. 
b) Montrer que f est dérivable sur]O ; 1[. 
Calculer ['(t) et montrer que ['(t) a le même signe que <pCt) , où <p est la fonction 
définie sur] 0 ; 1[ par : 

1
<pet) = ln t - 1 + -. 

t 

c) Etudier les variations de <P ; en déduire le signe de f'. 

2.	 Etudier la dérivabilité de [ en 0 ; que peut-on en déduire pour la courbe ce ? 

3.	 a) Prouver que, pour tout élément u de [0; ~] :
 
o< _1_ - Cl + u) < 2u2
 

l-u 

En déduire que: 0 < -ln(l- u) _ (u + ~Z) < 2~3.
 
b) Soit 9 la fonction définie sur]0 ; 1[ par:
 

1 
g(x) = [ex) .
 

Prouver, que pour tout élément h de [- ~ ; 0] :
 
h	 2hZ 

o< g(l + h) - g(l) + 2" < "3
 
En déduire que 9 est dérivable en 1 et préciser g' (1).
 

c) En déduire que [ est dérivable en 1 et prouver que [' (1) = ~.
 

4.	 Tracer la courbe C(J (unité graphique 10 cm). 



/ '- Calcul de l'intégrale 1 
1 

/ Pour tout élément x de ]0; 1], on pose: [(x) = I f{t) dt et J(x) = f: f~t) dt. 
x 

(On ne cherchera pas à calculer ces intégrales.) 

L Soit K la fonction définie sur ]0; 1] par: 

K(x) = J(x 2 ) - J(x). 

a) Montrer que K est dérivable sur ]0; 1] et que 

K'(x) = ~[f(x) - 2f(x2
)). 

x
 

b) Prouver que, pour tout élément x de ]0; 1]:
 

{(x) - 2{(x2 ) = -xf(x). 

c) En déduire que, pour tout élément x de JO; 1]: 

[(x) = JXZ ~ dt. (1)
X t lnt 

2. Calculer la dérivée de la fonction ~ : t H ln(-ln t) sur ]0; 1]. 

En déduire que, pour tout élément x de ]0 ; 1[ : 

f~2 dt = lnx. (2)
x tint 

3. Prouver que, tout élément 0 < t < x < 1: 0 < _.2- < _2-.
ln t lnx 

En déduire que, pour tout élément x de ]0; 1[ : 

o< IJ~~I < _-:.... (3)
x ln t ln x 

4. A partir de (1), (2) et (3), déterminer la limite de '[(x) lorsque x tend vers O. 

5. Etablir que, pour tout élément x de ]0; 1]: 

[ - [(x) = f: f(t)dt. 

En déduire que 0 < 1 - [(x) < x. 

6. Prouver finalement que 1 = ln 2. 
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EXERCICE 1 : (4 points)
 

liOn considère l'équation (1) d'inconnue (n, m) élément de 7} : lIn - 24m = 1 (1).
 

a) Montrer, à l'aide de l'énoncé d'un théorème, que cette équation admet au moins une solution.
 

b) En utilisant l'algorithme d'Euclide, déterminer une solution particulière de l'équation (1).
 

e) Déterminer l'ensemble des solutions de l'équation (1).
 

2/ Recherche du POCD de }011
-} et }024

-} 

a) Montrer que 9 divise 1011 
-} et }024 -1. 

b) (n, m) désignant un couple quelconquè 
7

d'entiers naturels solutions de (I), 

montrer que l'on peut écrire: (} 01111 
-}) -lOf} 024m -1) = 9 . -<.

c) Montrer que !Oll-l divise 10n1l -l.(Ortrappelle que:\7'neN,d' -1 ={a-l)(trl +~2+..+aO). 
Déduire de la question précédente l'exÏStence de deux entiers: Net M tels que: 

(1011 -l)N ~10(1024 -1)À1=9.' ,

d) Montrer que tout diviseur commun à 1024 ..;..1 etlOll-l diVise,91h
 

e) Déduire des questions précédentes lePoCn de 1024 ~ 1 et "1 Ou' ~ i .
 
". ~ ..." 

EXERCICE II: (5 points) 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direc_t (0, ti,~) .Oh n~te: 

(Dl ) la droite d;éqùâtiO~ y =x ;0,.. ,e d'éq\iflt 

À tout point M (x, y) du plan, on associe 1) e oe la parallèle à (0, ~) passant par M , 

et le point M 2 intersectioDrde (.p:r},'avec lapCl:?,~}:<~santpar kt,. ," 

On défmit les points P et Q par les relations vectorleIies: OP = ~ (OM +OM ) et 'OQ = ~ (OM - OM )2 1 2 2 1 2 

AI. Soit f l'application qui; à tout point M, associe lé point P. . 
10 

) Montrer que le point 0 est invariant par f" ' ' 

2°) Déterminer les coordonnées des pointS Ml et Mièn fonction des ~~rdoimées (x, y) de M. 
Vérifier que: OP =OM .
 

3°) a) Exprimer l'affixe zp du point P en fonction de l'affixe z de M .
 

b) Reconnaître alors l'application! 

BI. Soit g l'application, qui, à tout pointM, associe le point Q. 
l°)Quelle est l'image du point 0 par g ? 

2°)Déterminerles coordonnées de Q en fonction des coordonnées (x,y) de M, et 

vérifier que OQ =OM .
 
3°)Montrez que l'ensemble des points invariants par g estune droite, dont on déterminera une équation.
 

4°)Pour tout point M, déterminer les ~oordonnéesde (g 0 g) (M) .
 

Déduire que M a pour unique antécédent par g le point g(M), et conclure 'lue g est une isométrie du plan. 

5°) Reconnaître alors l'application g. 
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l'ROBLEME: (11 points)
 

À tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f,. défmie sur ]-1; +oo[ par :f,. (x) =x" In(1+x).
 
Le problème est consacré à l'étude de la famille des fonctions f,. et à celle d'une suite liée à ces fonctions f,. .
 

On désigne par (C ) la courbe représentative de f,. dans le repère orthonormal ( 0,f, 7) d'unité graphique 2 cm.n 

Partie 1 : Étude des fonctions f,. 

1°/. Soit h la fonction défmie sur ]-1; +oo[ par: h (x) =nln (1 + x) +~ n , n l+x, 
Étudier le sens de variation de hn • En utilisant la valeur de hn (0) ,déterminer le signe de h" sur]-ï; +oo[ . 
2~ , 

aO) Vérifier que pour tout x de ]-1; +oo[ :1;' (x) = ~ (x), et que pour tout n> 1, i. (x) =,xn-1h (x).n 

bO) On suppose n impair. Justifier que /,,"( x) et hn(x) sont de même signe pour tout ,x de ]-1; +oo[ . 
cO)Dresser alors le tableau de variation de la fonction f,. lorsquen impair, en précisant ses limites en -1 et +00. 

dO) Dressez de même le tableau de variation de /" lorsque n es~ pair, en précisant ses limites en -1 et +00. 

3°/.aO) Étudier la position relative des courbes (Cl) et (C2) • ..:' 

bO) Tracer ces deux courbes. 

Partie fi : Étude d'une suite 

Dans cette partie, (un) est la suite définie par: un =1xnln(l+x)dr ,il ~ 1 

1°/ étude de la convergence 
2aO) Démontrer que: Os un :s; ln . :t~
 

'n+l
 

bO) Déduire que la suite (un ) est convergente et donner sa limite.
 

CO) À l'aide de l'encadrement obtenu en aO), déterminer,un entier naturel 110
 

tel que pour tout n~, no, (j ~ un' ,~ .,.,1 
, "10 

2°/. Calcul de !lx 
, ~ 1 , 2 r x dxaO). En remarquant que pour tout xappartenan ,-,-,= x -1 +--',calculer

,,1+x l+x .l>l+x 
-"'~.i':.;'~ 

bO) Calcul de u1 au moyen d'un,e intégration par p~es. 

3°/. Calcul de un 
k=n 

Pourtout x de [O;lletpourtout,,?~2,onpose:S!t(X)=.L{-',ll [1],.xl: 
1:=0 

1 (-1)rt+1 xn+1 

aO)Démontrerque: Sn(x)=-- [2].
l+x l+x
 

bO)En utilisant successivement les expressions [1] et [2] de Sn (x) ,montrer que:
 

1-!+...+(':"lf =ln2-(-ly+1 r~ 
2 n +1 . .1> 1+x '.
 

cO)En utilisant une intégration par parties et le résultat précédent,démontrer que:
 

u. =~_ (-1)"+1 =[ln2-(I- l + ...+ (-1)")]
~ n+l n+l l 2 n+l 

4°/. Armlication 

Soit E l'ensemble des points M du plan, de coordonnées (x, y) vérifiant 0 ~ x~ 1 et J; (x) ~ y ~ 1; (x) . 
2Calculer u2 et en déduire l'aire de E en cm • 
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Epreuve de Mathé,matiqu'es
" . 

r 

Coefficient 4 
Durée: 4 heures 

Calculatrices scientifiques autorisées . . ~ ~~": .' ;. 

Ce 'sujet comporte quatre (4) pages numérotées i:,.Ù,III ·et IV, deux (2) 
exercices et un problème. Le candjdat devra s'assurer d'avoir un s~jet complet: 
Le barème est donné à titre indicatif et le candidat pourracpnfmencer par 
l'exercice ou le problème de son choix.\.,.,;..... 

(: , . 1\, ;{: ;,:/ . ;.y~ 

. 
Exercice lIEtuœœ,laamveJgenced'W1eswte (4 points)" 

On considère deux suites, (Un) et (V ) définies pour tou,t èntIer naturel non nul npar.: 

Un =f Sin(·4)'; Vn =i 'iz

n 

i=1 n ;=1 n 

1. Exprim~r V enfbnetion de n puis montre;q~e la suite (V ) converge vers .!..n n 2 
2. Soient les fonctions numériques f, 9 et hdéfinies par: , 

, 2 ,3 

f (x) = x -sinx ; g{x) =1-~ + COSX et h (x) =-x + ~ + sinx. MoCntrer que
,-2 ' , 6 .."
 

pour tout réel positif x, f(x)~O:;'g(x)~O et h(x·)~O
 
3. Démontrer à .l'aide d'une démonstration par récurrence qùe pour tou~ entier naturel 

. n .
 
non nul n, Un' ::; ·LJ~.::;'''1J4 .
 

i=1' '. --' 

., ' 1 
4. En dédqir:e':que'pour tout entier naturel non nul n,' V - -6z ::; l!n ::; V n et calculer la , n n , 

Iimite,dela~pjte (un) 
,J " 

Ex~;CiJê '2loJl1p:1sition de transfonrntiœ<Ju plan Par les comp1o/S (5 points) 
~t :" !!' 1 ;. 

;Parie A 
'On considère la transformation ponctuelle F qui au point M d'affixe z fait correspondre le 

3 4.) - 2 . d ,. 1point M'=F(M) d'affixe z'=f(z)= - + -/ z + + / . On se propose e preCiser es 
. " ( 5 5 . . 

caractéristiques de cette transformation. 
1. a. Placer les points A(3+Si), B(-4-i) et C(-2+9i) dans le repère du plan complexe 

(G,U, v) (unité graphique: lem) ai~si que les points A'=F(A), B'=F(B) et-e'=F(C)1 

b. ~ontrer que F est un antidéplacement. 

1 
-.--_...:..~:,:,::~;::::':;':::::::::~~.' 

.. _.~'; ,_.~---, ..,-_ .. _, .•_ 

. ...' .~ 

... ",~;.~-.""",~ '*"::.'ji] ..... ;<;, ) •.,,"07' 



.._..•._..._._--_.._._....._•.•..._-_..... ..- .' ._ ...., 
.~==-. ~~Ç.13.ranC2UUg-Lycee ~llcatJon~érso_n_y;r"!rld~J~L. .~._._----"-- _._--

, 
c. Déterminer l'expression analytique de F. 
2. a. La transformation F admet-elle des points invariants? 

b. Déterminer les caractéristiques de la transformation F 0 F. 
3. a. Montrer que les milieux des segments [AN], [BB'] et [CC] sont alignés et préciser à 
quelle droite (D) ils appartiennent. 

b. Montrer que la droite (D) est globalement invariante. 
4. On pose Zü = 2 + i . Montrer que le point m défini par Zm = Z '- Zü est le symétrique 

de M par rapport à (D). 
5. Indiquer de quelles transformations F est la composée, puis donner la nature et les 
élément caractéristiquesdeF. ' 

Partie B ~ 
bn se propose maintenant la démarche inverse. On se donne une droite (D') ensemble 
des nombres complexes d'affixes z=x+(x+2)i. Ensuite, à part'ir du point M d'affixe z, on 
se propose de définir en fonction de z, l'affixe dU point M' transformé du point M par la 

. symétrie d'axe (D') suivie de la translài:ion de vecteur Vd'affixe z- =-1-'; 
• • y . 

1. On appelle H, d'affixe Zl/ =Xl/+iYH , la projee.ti~ri orthogonâlê.deMsur (D'). 

a. Determiner une expression de ZH qui caractérise l'appartenance de ce point à la . . " 

droite (0'). .' 

b.Après avoir calculé l'a'ffixé du vecteur Ml! r en s'ap,pU:yant sur la connaissancè dela 

Ml! direction du vecteur MH, montrer que 'i'affixed~;~Bi~t H est ZH=':'+~i~-l+i. 
. " .. " . 2 2 

2. Détemliner l'affixe du point m symétrique de' M'par rapport à (D') en fonction de 
l'affixe deM ( indication:m symétrique de M~pa'rrapportà (D')'équivaut à dire que 
Hm=Mfi) . ., "'::.';<" 
3. Déterminer l'affixe du point M' transf6rme de M par la translation de vecteur V en 
fonction- d:e l'affixe z du point M '~; ···r.. ·• 

4. Vérifier que la droite (0') estylob'alementinvariante par cette transformation. 

5. Dé~OIitrer que F 0 F est é9~lè à la tra,!slation de vecteur 2v. 
i.. • ". ',~ • . t.
 

. ' ".' ;."\ ~, .
 

Problè~~ :,IEquationJ(/j.ti~~Ie, Fonction.logaritm';e, Intégraleet Suites (11 points) 

<tesparties';Â:et B peuvent êtr~ trai'tées de fa'çon indépendante. 
Partie i(:~ EquaHo'" différentielle . 
'Danscett~ pal1:i~/'on se propose de réSOUdre le problème suivant: trouver une fonctionf 

définie eÙlértvabr'e Sl:lr l'intervalle JO; + oo[ , s'annulant pour x=l et;:;.vérifiant la 

propriétè:::'pburtout x>O, xf'(x)-3f(x)=3fnx (E) . 
Où ln d~gne la fonction logarithme népérien. ' . 
LTrou~ toutes'Jes fonctions polynômes p""au'1:roisièmedegré telles que, pour tout x 

. 'éêk~;xp·(X)-3p(x)=O , ' ~. 

..' ;.,~7,Soit u~e fon~ion fdéfinie et dérivable sur JO; '+ c:,[ telle·que'f(l).=O soit h la fonction' 

C':'\-, (jdéfinie,J;~rjO;' + oo[ par la relation f(x)= x3h(x). '. . 
.' , '. 1 .
 

a.. CaldJ/er h(l). , • 1
 

b. Calruler f'(x) en fonction de h'(x) etde h(x). , 
c. Montrer que f vérifie la proprieté (E) si et seulement si, pàur tout x>O,-' 

h 1(X) = 3 1n x . 
4x 

II
 

http:�._..._._--_.._._....._�.�
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JO; + ~[ p~r: 

parties. ' 
3. Montrer qu'il existe One fonction f et une seule solution du problème posé et en donner 
l'expression. 

PartieB : Etude de la fonctionfpuis étude d'une suit;e , ,1 l'
 
-Soit f la fon~ion définie sur JO; + co[ par; f(x) =! x 3 -In x - 3, 

1. a. Etudier les variations de f.
 
, b. Déterminer'lim f(x).
 

, x~o ' ,
 

c., Déterminer lim f(x)
 
x~t- ' 

2. Construire dans !-In repère orthogonal (unités: 10 cm en abscisses,5c;m en ordonnée), 
la courbe représentative (C) de f sur l'intervalle ]0, 1].
 

,3. Soit Ç:, un réel strictement positif. c
 

a. A l'aide d'une intégration par parties, calculer ri n tdt• J.l
 

. b. En déduire 1(2) = 1: f(t)dt. Donner une interprét;tion'graPhiqUe du résultat.
 
~ , , , ' 

c. Déterminer Iim1(Â) ; 
x~O 

4. Soit' n un entier naturel supérieui ou égal à 2. 
a. Soit k un entier tel que 1 :::; k:::; n -1. 

k+l,Montrer que: -f1 (k--+1)':::; V f(t)dt :::; ~f1.'(k)-"'
n n n "n"f} 

b. En déduire les inégalités:


1['(2) (nJJ r' '" f[ (1) (n--'l)J (1) qu'on peut
' n f n +.... ~f n :::; ~f(tJejt:::; 1) f n +... +'f -n

" .,' 1 f i'~f'(k) < 1(1) < 1~f(k)ecnre aussI sous a orme:.; "':';"LJ - - - - - LJ ' 
',', ,n k=2 n n n k=l n 

c. En utilisant la coqrbê (C) et en prenant n=10,interpréter graphiquement cet
 
encadrement. . . '
 

5. Pour tout è~ti;'r~àturel n 'supérieur ou égal à 2, on pose: Sn =.!:'tt(k) 
. nk=l' n 

a.Dé~U,;;'ir~ ~es inégalités (1) l'e~cadr~'ment : I(.!:):::; Sn :::;I(.!)+.!:f(.!)
" ,'.. _--co .• ..;.- V n n n n 

" l ,. ,." ~ ... , 1:" .... • 

, i,
 
b.béterminer Iim-tf(Â) et prouver alors q6e lim Sn =~
 

", x->o ' n~-t<>o 4 
6. Dans cette question on se propose d'utiliser les résultats ci-dessus pour déterminer la 

iiïï
limite de la suite (Un) défi~ie, pour tout entier n.aturel non nul, par: Un =n 

a. Montrer en utilisant un raisonnement par récurrence que: 

'f k 3 =[n(n + 1)]2 
k=l . 2 

III 
..._------------_ .._-_.-- .. 

, ........ ..-_-_.-_.-'-., ,_......_::--:::_c,:_::: .... ,
_~ ........... .. .. =:'='== .~'._-_
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.~~~.: .
 
. . stifier, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à l, l'égalité:
 

'·f'n·(k) =In( n~) 
k=l n n 

Co En déduire que, pour tout entier' naturel supé~ieur ou égal à 2, 

5 = _l_[ncn + 1)J2 -!In(~)-! 
.. n 12n4 n n° 3 

d. A partir du résultat précédent, déter~iner Iifn !In l/ n~ 'J pui? la Iimi'te de-la suit~, " 
1 • ' . n n n . {.;... .
 

Un) .' '. '. . . !,-'
 

( .",,

,', 

",: 
..... 

0,:'".t' ... 

-.~ -: .' 

:.~ :' 

,. t. 

IV
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INSTITUTION IMMACULEE CONCEPTION	 AVRIL 2009 

BACCALAUREAT BLANC 1 ère SESSION	 MATHEMATIQUES 

Coefficient: 5	 Durée: 4 HEURES 

EXERCICE 1 : (3 points) 

Pour chaque proposition, une seule réponse est correcte. Le candidat indiquera le numéro et la
 
lettre correspondant à la réponse choisie.
 
Chaque réponse exacte est comptée 0,5 point; une réponse inexacte enlève 0,25 point; si le total
 
est négatif, la note est ramenée à zéro.
 

t.	 Le nombre complexe (1- h.r3)200r:; a pour argument: 
Zrr. rr. Sn
 

a) 3 b) -; c)
 
6 

2.	 Soit z = 1 + e f29 (z"* 0). Alors, on a : 

a) Re(z) "=. cos2 @ b) z E. in« <.=> () == ~ (Tf] c) Im(z2) = sin4(} 

JD: •• n Ail"· El t' l'3	 0 n pose a = c;os.- - tsrn-. ors ., + a + a'" + .,,+ a es ega a: 
'9 ·9 

1	 2 
a)	 b) -.- c) 0 

1-a.	 1-a 

4. ç:n base douze, l'entier naturel écrit 2a1.2 vaut
 

a) 1101111111 en base,2 b) 2 x 122 + 10x 12 + 2 c) 4 910 en base 10.
 

5.	 Dans l'espace orienté, les coordonnées du produit vectoriel UA'v, où ù(l,2j 0) et v(-1;3;2) 

sont:
 
a) .E§..;-4, ==21" b) (-3;4;2) c) (-1;3,5)


(4;-7..; 5)
 
6.	 On considère la suite complexe défihie par: 

Alors la suite réelle OznDn :
 
a) est géométrique de raison ~ b) est 'convergente


2; 

c) est arithmétique de raison "': 

EXERCICE 2 : ( 4 points) 
1.	 Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers 12n + 5 et 5n + 2 sont premiers entre eux. 

2.	 On considère l'équation (E) : 101x + 42y =2, où x et y sont des entiers relatifs. 

a)	 Vérifier, en utilisant la question L, que 101 et 42 sont premiers entre eux. 

b)	 En utilisant l'algorithme d'Euclide, déterminer un couple (uÎ v) d'entiers relatifs tel que 
101u + 42v = l, puis une solution (xQJ·Yo) de (E). 

c)	 Déterminer les solutions de (E) dans 'li· 

3.	 Soit (0 ; l, J, K) un repère orthonormé de l'espace. On donne le vecteur ri(101; 42; 15) et le 

point A (8.; -5; 24), 

a)	 Préciser la nature et donner une équation cartésienne de l'ensemble (n) des points M de 

l'espace, de coordonnées (x; y; z) tels que AM,Tt = o. 
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b)	 Soit (D) la droite intersection de Cn) avec le ~Ièln d'équation z =64. 

Déterminer tous les points de (D) à coordonnées entières appartenant (- 50 ; 100). 

EXERCICE 3 : (6 ppints) 

Le plan est muni d'un repère orthonormé direct (0; û"w), (unité graphique: 1 cm). 
1. On note A, B et C les points d'affixes respectives 2i, -1 + 4i et 5 + 2i.
 

a) Déterminer l'affixe du point G, barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, 1).
 

b) Déterminer l'affixe de l'image H du point B par la rotation de centre C et d'angle de mesure
 
rr	 . 

6 
---t 

On considère la translation t de vecteur BC, la symétrie s d'axe (AB) et la composée f = t s.0 

On désigne par A' et B' les images respectives de A et B par f. 
2.	 Calculer les affixes de A' et B' et placer les points A, B, C, A' et B' sur une figure. 
3.	 On rappelle que l'écriture complexe d'un antidéplacement est de la forme Zl = az +b où a et 

b sont deux nombres complexes avec ~al = 1 . 

A tout point M d'affixe z, f associe le point M' d'affixe z'. 
-3-4i - 38-6i

Justifier que Test. un antidéplacement et démontrer que: Z' ---z+-
5 5 

4.	 Déterminer l'ensemble des points invariants par f. La transformation f est-elle une
 
symétrie?
 

5.	 On appelle E le point d'affixe 3 + 6f, (~) la médiatrice de [BE] et s' la symétrie d'axe 

(~) . 
a)	 Montrer que les droites (AB) et (6) sont parallèles; Déterminer sos '. 

b)	 Montrer que f os' est la translation, notée f, de vecteur KC, où K est le point 1 + 5i. 

En déduire que f = t l 
0 Si. 

EXERCICE 4 : (7 points) 

1.	 Soit f la fonction x't'-;'t tanx définie de ]-;:; i[ vers lIt. 

a)	 Montrer que f admet une bijection réciproque f- 1 et calculer (f-1)'(X), où (f-1)" est la 

dérivée de f- 1 , 

Ji 

b)	 Calculer, à l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale 1 = J4 co:2.1.~ dx
Q

, 1 .x2n
 

2.. Pour tout entier naturel n, on pose: An = 1 1+.x dx.
0 2 

a)	 Calculer A..... = )'"01 1 1, " dx.
'" +x'" 

b)	 Trouver une relation de récurrence entre An et An+1.En déduire An' 

c)	 Trouver la limite de An lorsque n tend vers +00 (On cherchera à majorer An par une 

intégrale simple dont la limite est nulle quand n tend vers '+00 . 
Ji 

3.	 Pour tout entier naturel non nul n, on pose: B = J; ta-'ltt1x dxn 

a)	 Démontrer que la suite (Bn,) est positive et décroissante; 

b)	 Pour tout naturel n, calculer la'dérivée de la fonction x f--:} tanutlx. 

En déduire que:
 
1
 

•	 pour tout n non nul: Bn + Bn+2 = n+1 (1) 
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JULL -1) 

l..cE < 1.
• pour t out n non nu1 : "2(nH) --"'11 - n+1 ' 

• la limite de (Bn ) est a; 
4. Pour nentier naturel non nul, on pose g(n) = Bn+4 - Bn . 

a) Calculer g(n) en fonction de n, en utilisant la relation (1) de la question 3.b). 

b) Vérifier que la fonction x 1---7 ln(cosx) est définie et dérivable sur l'intervalle [0; ;] et 

déterminer sa dérivée. Calculer Bl 

C) Calculer la somme g(l) + g(5) + g(9) + ".,. + g(4k - 3) en fonction de B1 et 

B4k+ l' où k est url entier naturel non nul. 
l. 1 1. Il 

d) En déduire la limite de la somme 1 - 2" + 3' - 4' + ... + 2k-l - 2k lorsque k -:end 

vers +00. 

---------------------------------------- BON TRA VA IL----------------------------------------
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Collège CALASANZ 2011- MATHEMATIQUES 
BAC BLANC Série: C 

Durée: 4 heures 
Coeff. : 5 

Pendant la résolution des exercices, tout résultat non établi par le èandidatpeut être 
admis pour la suite 

" 

Exercice 1 (3 points), 

Soit n un nombre entier naturel non nul et x un nombre réel différent de 21t.k , k C 71.. 

On pose S ~ L~=o eikx
, 

l, Ecrire S sous la forme r e ie où r et e sont des réels à préciser 
2. Déterminer le module et un argument de S 

3. Factoriserl'expression C =L~::o cos(kx) 
4. Résoudfe dans IR l'équation (E): L~=o cos (kx) = 0 

Exercice 2 ( 4 points) 

Partie A 

On considère dans 7l. 2 l'équation d'inconnue (x; y) (E): 11 x - 16 Y= 1 
1. Montrer à l'aide d'un théorème que cette équation adme~au moins une solution 
2. En utilisant l'algorithme d'Euclide, déterminer une solution particulière de ( E ) 
3, Déterminer l'ensemble des solutions de ( E ) 

Partie B 
Dans cette partie, on recherche le PGCD de 1011 

- 1 et 1016 
- 1 

1.Mon er que 9 divise 1011 
- 1 et 1016 

- 1 
2. Soit (x; y) un couple quelconque d'entiers naturels solution de l'équation ( E ), 

montrer que: (1 Ollx - 1 ) - 10 ( 1016y - 1 ) = 9
 

1016y
10163.Montrer que - l ,divise - 1 
4.En déduire l'existence de deux nombres entiers naturels X et Y tels que: 

( 1011 
- 1 )X - ( 1016 

- 1 )Y = 9 
S.Montrer que tout diviseur commun à 1011 

- 1 et 1016 
- 1 divise 9 

6.Déduire des questions précédentes le PGCD de 1011 
- 1 et 1016 

- 1 
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Exercice 3 4 oints 
Soït( u 0 )'nCIN* une suite définie par la donnée de ses deux premiers termes UI et U2, et par 

relation de récurrence: u 0+1 = a Un + b Un-l ; (1) (a et b étant des nombres réels fiXés) 

a) Calculer- U3, 14 et Us et en fonction de Ul , U2, a et b 
b) On suppose: a 2 + 4 b > 0 ~ 

10 
) Déterminer deux nombres réels a et ~ t.els que a + ~ = a et 

ap = - b 
2°) Ondéfmitles suites (v n) n~2 et (w n) n~2 parVo+l = U 0+1 - a u 0 

et w 0+1 = Un+l - P un, pour tout entier naturel non nul n 

•	 Montrer que (v n) n ~2 et (w n ) n ~2 sont des suites géométriques dont on 
précisera les premiers termes et la raison 

•	 Exprimer v 0+1 et w 0+1 en fonction de u 1; ll2 , a, p et n 

•	 En déduire l'expression de u 0+1 en fonction de u 1; u2 , a,petn 

c)	 On suppose: a 2 + 4 b = 0 
1°) Montrer que la relation ( 1 ) peut s'écrire: u 0+1 - au 0 = a ( u 0 - au 0-1 ) 
2°)' On pose: u n = ans n 

•	 Montrer que la suite (s n ) n C JN+ est une suite arithmétique 

•	 En déduired'expression de Sn, puis celle de u n en fonctio{l.de u 1 ; U2 , 

a etn 

Exercice 4 ( 6 points)
 
Soit a et b dëmë nombres réels tels que a < b ,f une fonction dérivable sur [a; b]
 
telle que f ( a) = 0 . La fonction dérivée f' de f est continue sur [ a; b] et vérifie la
 

relation: pour tout x € [ a ; b], 0 ~ f' (x ) .$ l
 

Partie A
 

Le but de cette partie est de démontrer que: f:C[(t))3 dt <" ( f: [(t)dt ) 2
 

1.	 Soit h a fonction de la"variable réelle définie ,sur [ a ; b] par: 

pourtout x € [a;b] , h(x) =2 f:[(t)dt - (f(X»2 

a) Justifier que h est dérivable sur ta; b], et calculer la dérivée h' de h 
b)	 Déterminer le sens de variation de h et en déduire que pour tout x € [ a ; b] , 

h(x) ~ 0 

2.	 Soit g la fonction définie sur [ a; b] par: pour tout x € [ a; b] , 
g(x) = f(x). h(x)
 

a) Calculer g(a)
 
b) Etudier le sens de variation de g sur [a; b ]
 
c) Déterminer le signe de g (x) suivant les valeurs de x
 

3.	 Soit <p la fonction défmie pour tout x € [ a ; b] par, pour tout x € [ a ; b] , 

<p (x) = ( f: [Ct)dt)2 - f:C [Ct))3 dt 

a) Démontrer que cp est une primitive de la fonction g sur [ a ; b ] 
b) Calculer cp ( a ) et déterminer le signe, de cp ( x ) pour tout X € [ a ; b ] 

c) En déduire que : J:C [Ct))3 dt < (J: [(t)dt ) 2 
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Partie B ': Application 
1T . 1

Soit f la fonction définie sur [ 0 ; "4] par f(t) = 2' tan t 
- 1T

1.	 S it x €] 0 ; "4 ] 
Démontrer que pour tout t € [ 0; x] on a: 0 < f' ( t) < 1 

2.	 Calculer J: tan t dt et 1: tan3 (t)dt 

3.	 Déduire de la partie A ; 

que .!: (2:.. tan 2 x tln(cosx)) <.!: In2(cosx)
8	 2 4 

«	 - i) 2puis que : tan 2 X 2 ln ( cos x) - ~ 

Exeréice 5 ( 3 points) 

Le plan (P) est muni d'un repère orthonormé (0 ,1, J)
 
Soit A (3 ; 1 ) un point de (P) et f l'application de (P) dans (P) d'expression
 

X =.!: (4x - 2y + 1 ) 
analytique: 1

5 

{ y = 15 (- x +13 y + 1 ) 

1.	 Détenniner les coordonnées des points 0' , l'et A ' images des points 0,1 
etA par f 

2.	 Démontrer que pour tout point M d'image-M:' par f , le vecteur MM' a une 
direction fixe que l'on précisera. 

3.	 Déterminer ( E ) , ensemble des points invariants par0/ f 

4.	 On considère le point n (~ ; ~) 

a)	 Déterminer l'image de n par f 
b)	 Démontrer que n E (A A ') , puis que -0 E (0 0 ' ) 

5.	 Déduire de ce qui précède la nature et les éléments caractéristiques de f 
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DIRECTION D'ACADEMIE PROVINCIALE REPUBLIQUE GABONAISE 
DE LA NGOUNIE Union-Travail-Justice 

BACCALAUREAT BLANC PROVINCIAL
 
Session : Avril 20Il
 

EPREUVE DE MATHEMATIQUES: Série: C . 
Durée: 4 heures Coefficient: 5 

EXERCICE 1 UN EXEMPLE D'UTILISATION DU THEOREME DE GAUSS (4,5points) 

Soit n un entier naturel non nul. Le but de l'exercice est de démontrer que:
 
si p est un entier naturel tel que (n + l)(n + 2) x ••• x (2n -1)(2n) est divisible par 2P alors p ~ n.
 

1.) On pose : an =lx3x5x •.• x(2n-l), b =2x4x6x ••• x(2n)n 

a) Montrer que b =2n xn!. l.o'''~~ (O,75pt)
n 

b)Montrerque ail xb" =(2n)!.(O,75 pt) <.-'1\ 0<.

c) En déduire que ail x zn x n! = (2n!). fil ._ (0,25 pt) 

2.) On pose : Cil = (n + l)(n + 2)x ... x(2n -1)(2n). 
. (2n!)

a)Démontrerque: Cn =-,  (O,spt)
n. 

tlnx2nxnl 
b) En déduire que :Cn = l' (O,25pt)

n. 
-_.c) Montrer alors q~~~.§t divjsi~~~~n..._,"_ ..:~~ (O,~Ç'lpt) , 

"-..--......~.~. -~ .. " .. -.-.'--._
3. a) Justifier que an est un entier naturel impair. (O,spt) 

b) En déduire que: si p est un entier naturel tel que (n + l)(n +2)x ••• x(2n -1)(2n)est divisible par 2P 

alors p ~ n. (O,75pt) 

EXERCICE II : NOMBRES COMPLEXES ET APPLICATIONS (6 pts) 

C désigne l'ensemble des nombres complexes 

A- On considère l'application 1 de C dans C définie par: I(z) == Z4 + 4iz2 +12(1 + i)z - 45. 
1. Montrer que l'équation 1 (z) == 0 admet une unique solution réelle a et une unique solution pure p que 

l'on déterminera. (1,25 pt) 
2. Démontrer qu'il existe un couple (p,q) des nombres complexes que l'on déterminera tel que pour tout 

élément z de C : fez) == (z - a)(z - fJ)(Z2 + fYl. +q). (1,25 pt) 
3. En déduire l'ensemble des solutions de l'équation I(z) == O. (O,5 pt) 

B- Soit A, B, C, D des points du plan complexe d'affixes respectives 3i, 1-2i , 2 - i, - 3. 
1°) Montrer qu'il existe une rotation Bi qui transforme A en B et C en D. On précisera son centre ainsi que 

le cosinus et le sinus d'une mesure en radian de son angle. (1 pt) 
2°) Montrer qu'il existe une homothétie H qui transforme A en B et D en C. On précisera son centre et son 

rapport. (1 pt) 
3°) Quelle est la nature géométrique de 9WH ? 

Déterminer ses éléments caractéristiques. (1 pt) 
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XERCICE ID : Barycentrisation et lignes de niveau (4 pts) 

~- 1°) Résoudre l'équation 1 +cos t + sin t = O. t & R (0,25 pt) 
2°) Considérons trois points pondérés (A,1) ; (B,cos t) ; (C,sin t). Pour quelle val~urs de t élément de. 

- R';1r) existe-t-il un point G barycentre des points pondérés (A,l) ; (B,cos t) ; (C,sin I)? (0,75 pt) - ----.. ----. 
3°) Etablir que si AM = cost.ABet AM = sint.AC , alors le point M est barycentre des points pondérés 

() (A,1-cps,.t), (B,cos/) et (A,l-sint); (C,sint). (0,5 pt) 
",-"'uo"\. ~"-ot 
40) Si MA = sin t alors M est barycentre des points A et B affectés des coefficients 1 et -sint avec t :1: lm 

MB 
.&z. (0,25 pt) 

5°) On suppose que la mesure de l'angle (MA-;-MIi) = - ~ 
Détenniner et construire l'ensemble des points M. (0,75 pt) 

\- On considère le triangle ABC tel que AB =7 ; BC =4 ; AC = 5. (L'unité est le cm). Soit 1 milieu de [BCl 
1°) Montrer queAI = Jj3 . (0,5 pt) ---..._- 
2°) Soit le point M du plan. Pour quelle valeur de a. aMA + MB + MC est-il égal à un vecteur u 

• - --0 

Idépendant du point M. Déterminer le vecteur u en fonction du vecteur AI. (0,5 pt) 
3°) Détenniner et construire l'ensemble (cP) des points M du plan tels que - 2.MA 2 + MB 2 + MC 2 = -58. 

(0,5 pt) 

:XERCICE IV DETERMINER LA VALEUR D'INTEGRALE AU MOYEN D'UNE SUITE (5,5pts) 

)n considère la fonction In définie sur [0; 11 pOlIT tout n.E.tC.-par~.f1n~~_..;:._X2.çl1lX)n!i0 ~_:5_~j __. ... 
~\vJ - 0 

)n se propose de déterminer la valeur de l'intégrale: Ln = foi 1n(x)dx. 

...
PARTIE A 

.)Montrer que pour tout n eN*, lim x(lnx)n =0 (On pourra poser X = lnx). (O,Spt) 
x-+O 

) En déduire, pour tout entier naturel p~ 1, limite en 0 de xP(lnx)n est égale à O. (O,5pt) 
) Montrer que ln est dérivable en O. (On précisera son nombre dérivé) (O,5pt) 

PARTIEB 

:oit t un élément de [0; 1]. On pose: InCt) = f
i f n(x)dx et Ln = foi 1n (x) dx•t 

.a) Justifier, sans calculer que lnCt)et Ln existent. (O,5pt) 
b) Montrer que la fonction qui à t ~ Ln -In(t) est la primitive de ln sur [0,1] qui s'annule en O. (O,5pt) 

3_1 3 x • . , .. F x - - x lnx - - Sl 0 < x :5 1" On consIdere la fonctlOn ln défime sur[O,l], pour tout nE N*, par
{ 

C) 3 9 ' 

F(O) = 0
 
a) Etudier la dérivabilité de F sur[O,l] . (0,75pt)
 
b) En déduire que F est une primitive de Il sur [0,1], puis calcuierli • (0,5 pt + 0,5 pt)
 

:. Soit qJn la fonction définie sur }O,1] par : tpn = - i t3(lnt)n. 
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a) Justifier que ({ln est prolongeable pat continuité en O. 
b) Justifier à l'aide d'une intégration par parties que tout tE [0,1] : 

n+1. )In+1(t) = 9'n+l(t) -3In(t -

(O,5pt) 

(O,75pt) 

c) En déduire que Ln+1 = - n+l Ln- (On admettra que pour tout n EN*,lïm InCt) = Ln)
3 t40 

(O,5pt) 

nI 
d) Démontrer par récurrence que, pourtoutn > l,Ln = (-l)n 3n~1' (O,75pt) 

N.B: LA PROPRETE DE LA PRESENTATION, LA CONCISION ET RIGUEUR DANS LA 
REDACTION INTERVIENDRONS DANS L'APPRECIATION DES COPIES; L'USAGE DU 
CORRECTEUR LIQUIDE EST FORTEMENT DECONSEILLE. UN RESULTAT NON 
ETABLI PEUT SERVIR DANS LA SUITE 

--- -...._" ~~ .._--,-----_.._-- --------'------

...- cyl 
(

l ,
l "" '!'"!)'1 

----~-- .. 
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INSTITUTION IMMACULEE CONCEPTION 20li&- 1 - MATHEMATIQUES 
BACCALAUREAT BLANC Terminale C 

Coef-.ficient: 5 
Durée: 4 heures 

EXERCICE 1: (3 points) 
a) Déterminer tous les couples (x,y) -d'entiers relatifs tels que 65x = Z8y. 

b) On -note (E) l'équation65x - Z8y = 1. . 
Justi-fier l'existence d'une solution de CE) formée- de deux entiers relatifs, puis trouver 
tous le-s couples d'entiers relatifs solutions de (E). 

c) Résoudre dans ~ l'équation 65x - Z8y = 3. 

EXERCICE 2 : (5 -points)
 
Dans le plan orienté-, le carré ABCD est de sens indirect et le carré AEFG de sens direct
 

tel que AB =AE = a et Mes(AB; AH) = ~. ~.
 

Soit R le point tel que ABRE soit un parallélogramme; on désignera par 0 son centre.
 
La FIGURE JOINTE que l'on complétera au cours des questions sera rendue èlla fin de la
 
composition.
 

t..	 En utilisant la rotation rde centre A et d'angl"e ~,démontrer que les droites (BG) et 
2	 ~ 

(DE) sont perpendiculaires et que BG = DE. 
2- On désigne par l le point d'intersection de (BG) et (DE), H le projeté orthogonal de A 

sur (DE) et K le projeté orthogonal de A sur (BG). 
a) Démo.ntrer que r(H) = K 
b) En déduire que AHIK est un carré. 
3- Soit s la similitude directe qui transforme A en G et R en F. 
a) Démontrer que le triangle EAB est équilatéral et que ABRE est un losange. 
b) Déterminer l'angle et le rapport de la similitude s. 
4- On cherche à construire le centre.a de la similitude s. 
a) Soit J le point tel que AGJ soit un triangle équilatéral de-sens direct. Déterminer et 

construire l'ensemble (Cl) des points M tels que Mes(MA; MG) =~. 

b) Soit P le barycentre d,es points pondérés CA; -1) et CG; 3). 

Démontrer que l'ensemble (Cl) des pointsM du plan tels .que :: = ~ est le cercle de 

centre P et de rayon AG = a-J3. 
2 

c)	 En déduire la construction du point n. 
PROBLEME ;(12 points) 
On considère la fonction f de la variablè réelle x telle que: 

[CX) = _-' x -2 si x <-0
l+-vl-X 

{[ex) = Inx + 1 si x > 0 
x-lnx 

On désigne (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repère orthonormé 
(0; e; lei). 

Première partie : 

1 



1- a) Etudier les variations de la fonction u définie sur ]0; +oo[ par: u(x) = x -ln x. 
b) En déduire que pour tout x de ]0; +00[, on a : x - lnx =f::. O. 

2- a) Démontrer que l'ensemble de définition D de test D = [-1; +00[. 

b) Démontrer que f est continue sur D. 
3- a) Etudier ia dérivabilité de f en 0; interpréter géométriquement les résuitats obtenus. 

b) Etudier la dérivabilité de f en -1 à -droite. 
c) Etudi-er les v.ariatio-ns de f et dresser son tableau de var-iations. 
d) Construire la courbe (C) en prenant 2 centimètres pour unité graphique. 

Deuxième partie: 
4- Soit 9 la restriction de fà l'intervalle K = [-1; 0] et (Co) la courbe représentative de 9 

dans le repère (0 ; ëi I-e;) ; on pose l = teK) 
a) Justifier que 9 admet une bijection réciproque que l'on notera 9-1

. 

b) Dresser le taoleau de variation de 9-1 , puis construire sa courbe représentative (f) 
dans le même repère que (C).
 

c) Montr~rtour tout x.~;appartenantà L, on a: _y-1(X) == 2x 2'
 
l' 1+X 

d) -Calculer l'intégrale suivante f~l[g-l(X)]dx. 

5-	 Soit ·Cl/I'aire du domaine plan délimité par la courbe (f), la droite Â d!équ~tion y = x et les 

droites d'équations x = -1 et x = O. 

a) Calculer ct/.
 

b) En déduire l'aire du domaine plan compris entre les c:ourbes (Co) et (f).
 
Troisième partie :
 

6- On désigne par u un nombre complexe non nul. Etablir que:
 
Sn . ) {Re(U) = Im(u)
 

( argu = ""4 + k2n, k E ~ ~ Im(u) < 0 . 

7-	Pour tous nombres réels x et y tels que 0 < y < l, ·on considère le nombre' 

complexe z défini par: z == x + i -JY
-
1 

avec i Z == -1.
1+ _y2+Zy 

Soit (f/) l'ensemble des pointsM du plan d'arfixe z tels que: argu =5: + k2rr:, k- E 

Z.
 
a) Soit M(x; y) un point du plan. Etablir que:
 

(M	 E (f/)) ~ { X = 1+-J:--~-1)2 . 
o < y < 1 et - 1 < x < 0 

b)	 En déduire que CM E Cf')) <=> (y = 9-1(X) + 1) 

Ainsi, l'ensemble Cf') est l'image par la translation t de vecteur e; d'une partie de la 
courbe (f) que l'on précisera. 

c) En déduire q,ue Cf') est l'image d'une partie de la courbe (Co) par l'application 
h = t 0 s!J. 1 composée de la translation t et de la symétrie orthogonale par rapport à la 
droite â: y = x. Pourquoi h est-elle une symétrie glissée? 

d)	 A partir des expressions anaiytiques de t et de s!J., montrer que ho h est une 
translation, puis déterminer le vecteur de h. 

e) Déterminer enfin l'axe de h. 

2 
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INSTlrUTION IMMACULEE CONCEPTION BAC BLANC 2011 

EPREUVE DE MATHEMATIQUES TERMINALE C DUREE:4 H 

Exercice 1 : ( 3 points) 

Pour chacune des trois propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou Jàusse, et donner une 
justification de la réponse choisie. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. 

1) Dans une urne, il ya six jetons indiscernables au toucher, cinq sont blancs, le sixième porte l'inscription 
« gagnant ». On tire successivement et sans remise deux jetons de l'urne. 

. . '5 
Proposition 1 : « la probabilité pour que te deuxième jeton soit gagnant sachant que le premier est blanc est 6»' 

2) Soit l'équation « Xl + y2 == Of31, où X et y sont des entiers naturels. 

Proposition 2: « Il existe au moins un couple d'entiers (x; y) solution sans que x et y soient multiples de 3 n. 

3) On sait que la fonction f: X ~ tan:: définie sur]- Te; Tel admet une bijection réciproque f- 1 sur IR\.• 2 ~. 

Proposition 3 : « /-1 est dérivable sur IW. et le nombre dérivé de f- 1 en -1 est 1 ». . 

Exerç~ ( 4 points) 

1· On cherche deux entiers rela.tifs x et y solutions de l'équation: (l) ax + by = 60, 
a et b étant des entiers naturels donnés tels que ab * O. On pose d = PGCD(a; b). 

a) On suppose que l:équation (1) a au moins une solution (xo; Yo). Montrer que d divise 60 
h) On suppose que d divise 60. Prouver qu'il existe alors au moins une solution à l'équation (1.). 

On considère l'équation: (2) 24x + 36y ::::;. 60, x et y entiers relatifs.
 

<3) Donner le PGCD de 24 et 36. Simplifier l'équation (2).
 
b) Trouver une solution évidente pour l'équation (2) et résoudre cette équation.
 
c} Enumérer tous les couples ex; y) solutions de (2) tels que ~ lO ~ x ~ 10.
 

Donner parmi eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de S 

d) Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, représenter l'ensemble ( B ) des points M de 

X = 1 - 3t
coordonnées (x "y) telles que: t'E IIJ>[Y = 1 + 2t ' Ifu.
 

e) Montrer que les points ayant pour coordonnées les solutions ex ; y) de l'équation (Z)
 

appartiennent à (B).
 

Comment peL!t-on caractériser l'ensemble (5) des couples (x; y) de nombres réels solutions de 
l'équation (2) ? 

;:)~!cice 3 ~ ( 4 points) 

Inlxl 
Soit { la fonction numérique de la variable réelle définie par: {ex) = Inlxl - - et 

x 

(0 sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormé (0; t,j). 

:~ .. al Montrer que l'ensemble de définition de f est [) = !R{\{O}. 

b) Etudier les limites de f aux bornes de f) ainsi que les branches infinies.de (0. 

cl Justifier que r Dst dérivable en tout point de D et que l'on a : pour tout x de D, 

"; f· 
Ji ,. 



, 

['(x) =9;;) avec gex) = lnlxl + x - 1. 

2- a) Etudier les variations de g. 

b) Démontrer que, pour toutx élément de 1-00; O[ 1 g(x) < O. 

c) Calculer g(l) et en déduire le signe de 9 sur )0; +00[. 

3- a) Dresser le tableau de variation.de f. 
b) Tracer la co rbe (6. 

c) Calculer l'aire du domaine délimité par la courbe (é?).l'axe des abscisses et les droites d'équations 

x = 1 et x=e. 

Exercice 4 ; ("4 points) 

Pour·tout entier n, on considère la fonction numérique de la variable réelle x définie pour tout x différent 
5" 0 

de 1 par: fn(x) = (1-'x)'" On pose ln = L1tn(x)dx. 

1~) a) Expliquer pOlJrquoi . 'n a bien un sens. 

h) Etablir que.!n ~ 0- pour tout entier naturel n. 

c} fVIontre~ que la suite (Jn)n~O est décroissante. 

d) La suite (Jn)n~o est-elle convergente? Justifier votre réponse. 

,'j a) En utilisantle sens de variation de x l---7 5x sur ,'intervalle [-1; 0], montrer que l'on a pour tout entier 

naturel n, 5it~X)~ $ f.(X)~. Î!~~)"'
1 

b) Etablir alors que pour tout entier naturel n (n 2 2):. 5(n _1) [1 - 2:-11$ In $ ~~1 [1 - 2n~d


cl Déterminer la limite de la suite (In)n?u,
 

t a) Calculer la dérivée de fn et vérifier que pour tout réel x de !-1; 01: "'f'TJX) :::: (ln 5)fn(x) + nfn+l(x), 

~J) En déduire que [Jour tout enti~r naturel n on a : (ln 5)1 n + nIn+1 ..:: 1 - 2:+1 ' 

c) Calculer alors la limite de (n[n+1)n~o' 

":~~;~fJce 5 : ( 5 points) 

Dans le plan orienté (P), on considère un carré de sens direct ABCO de centre 0 et on pose 

S ~ a avec a > O.
 

. ·.rtïe A:
 

.. ': ~) J, K et E les milieux respectifs des segments [AB], [BC} , [CD] , [AD].
 

2'-cA Cf') l'ensemble des points M du plan tels que: ~ïTA. MS + MB. N'C +Nit MD + MD. MA' = a .
 

,- a) Démontrer que : CM E (l')) ~ (MI 2 + MJ2 + MK 2 + ME 2 = 2a 2 
).
 

b} Justifier que le point 0 est t'isobarycentre des points 1, J, K, E et que CM E (r)) ~ (M0 2 = a
2

)
4 

2' Soit r la rotation de ce~tre A et d'angle;: et s la svm'étrie orthogonale d'axe (AB). 
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EPREUVE DE IVIATHEMATIQUES 

Série: C 

Durée: 4 heures 

Coefficient: 5 

Exercice 1( 4 points) 

On considère les fonctions numériques f, g et h définies par: 

2ff(~) = (x + x}Inlxl ~i ~ '* 0 ; {g(X) = ln (X:+1) si X '* 0 ; {h(X) = 1 - e-; si X '* 0 1> 

l 1(0) = 0. :f	 g(O) = 0 " h(O) = 1 

1.1/ Etudier la cqntinuité et la dérivabilité de f.. g et h au point Xo =O. (1,5 points) 

22/ Montçer'que : 'r/x > O,ln(x2 + 1) < x • En déduire que: V'x' E [O,l),g(x) ~ x. (0,75 pts ). 
.f" 

'\~r.:~' 

[Lft'd'un examen oral de mathématiques, chaque candidat devra tirer une des trois enveloppes 

~;~'entiques dans une urne. les trois enveloppes contiennent, l'une la fonction f, l'autre la fonction g et la 

troisième la fonction h. Le candidat étudiera la continuité et la dérivabilité en Xo =0 de la fonction qu'il 

aura choisie. On suppose les tirages équiprobables. 

1.	 Calculer la probabilité pour qu'un candidat donné tire une enveloppe contenant une fonction
 

continue et dérivable en Xo = O. ( 0.25 pts)
 

2.	 Aù tour d'un candidat lambda, connu déjà de son examinateur qu'il ne peut répondre qu'à la 

question concernant la fonction f, il lui est accordé de procéder par tirages successifs sans remise f\;,. 

jusqu'à obtenir la fonction f. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre d'essais éffectués 

par le fameux candidat. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. ( 0.5 pts) 

b) Calculer l'espérance mathématique et la variance de X. (0.5 pts) 

c) Construire la courbe de la fonction de répartition de X. ( 0.5 pts) 



' .. ,t.;,p 
(4 points)	 

{~ .~ICE2 
. '-'~" 

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non nul. Pour tout n, on pose: ln =(-Ir f;(lnt)ndt.
n. , 

1.	 al Montrer que h = -1. (0.5 pts) 
(_l)n+l

bl Démontrer que pour tout n, on a In+1 = ln + ( ) e.	 (0.75 pts)
n+l ! 

1 1 1 (_l)n
cl Prouver alors que, pour tout n, on a: ln = ( D! - 1! + 2!- ... + -)e-l. (1 pt)

n! 

2.	 al Démontrer que 0 < f; (lnt)ndt ~ e - 1. (0.5 pts) 

bl En déduire que lin 1< e-,l. (0,25 pts) 
n. 

cl .Que pe t - on déduire pour la suite ( ln ) ? (0,5 pts )
 

3 Pour tout n on pose: 5 = 2:. + (-.1) + 2:. _ ••• + (_I)n •
 
• , n Dl 1! 2! n! 

Déduire des questions précédentes la limite de la suite (5n ). ( 0,5 pts) 

EXERCICE 3 ( 8 points) 

le plan Porienté est muni d'un repère ( 0, û, v) orthonormal direct. A est le point de P d'affixe non nul 

a. Le point M du plan a pour affixe z de module 1z1et zdésigne le nombre complexe conjugué de z.
 

PARTIE A
 

Dans cette partie on suppose que I..a 1=1. On pourra poser a =cose + i sine où'f (J E [0; 2n-[ .
 

On considère l'application f de P dans P qui, au point M associe le point M' d'affixe z' avec: z'=a2z + ai.
 

1) a. Préciser l'ensemble El décrit par le point A lorsque a varie dans l'intervalle [0; 21l'(. (0,25 pt) 

b. A partir du point A, construire le point 0'= f(Oj. (0,5 pt) 

c. Montrer que le milieu 1du segment [0 0'] est invariant par e( 0,5 pt) 

2) a. Montrer que f est la composée d~ la symétrie orthogonale d'axe (0, il) et d'un déplacement (1 pt) 

b. Quelle est alors la nature de f? (0,5 pt)
 

3) lorsque e varie dans [0 ; 21l'[, déterminer:
 

a. L'ensemble E2 des points 1( milieu de [0 Q'}). ( 1 pt ) 

b. L'ensemble E2 des points A' =f(A). ( 1 pt ) 

PARTIE B 

Dans cette partie lai différent de 1. g est l'application de P dans P qui, au point M, associe le point Ml 

d affixe Zl =a2z. On admet que la symétrie orthogonale d'axe (OA) qui au point M, associe le point M 2 

d" affixe 22 qui a pour écriture complexe Z2 =~ Z 
a 

1)	 a. Déterminer la nature de g 0 S. ( 1 pt ) 
.	 , 
b. En déduire une décomposition de g sous la forme d'une composée d'une symétrie orthogonale 

et d'une homothétie. (0,75 pt) 



ff'SOIt Mo un point de P distinct 'de 0, On définit dans P, une ~uite de points Mo par: pour tout entier 

naturel, M n+1 = g(Mn) 

a. Trouver une relation entre OMo+l et OMo puis exprimer OMo en fonction de OMo. ( 1 pt ) 

b. Etudier suivant la pqsition du point A dans le plan P, la limite éventuelle de OMo quand n tend 

vers +00. (0,5 pt ) 

EXERCICE 4 (4 points) 

1}	 On cherche deux entiers· relatifs x et y solutions de l'équation: (El) : ax + by = 60; a et b sont des 

entiers naturels tels que ab =1= 0 et on notera d le PGCD de a et b. 

a.	 On suppose que l'équation (El) a au moins une solution ("0 ;Yo). Démontrer que d divise 60. 

(0;25 pt) 

b.	 On,suppose que d divise 60. Prouver qu'il existe alors au moins une solution (xo;Yo) à l'équation 

(El)' (0,5 pt)
 

2) On considère l'équ'ation (E2) : 24x + 36y = 60 où x et y sont des entiers relatifs.
 

a.	 DonnerJe PGCD de 24 et 36 puis simplifier (E2). (0,5 pt) 

b.	 Trouver unè solution évidente de (Ez) et résoudre cette-équation. On appelle S l'ensemble des 

couples (x; y) solution de (Ez). (0,75 pt) 

c.	 Enumérer tous les couples (x; y) de S tels que -10 < x ~ iD. Donner parmi èùx ceux pour 

lesquels x et y sont multiples de 5. (0,75 pt) 

d.	 Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (unité: 1 cm) représenter l'ensemble tdes 
, f x = 1 + 3t . 

points de coordonnees (x ; y) tels que: lY = 1 _ 2t t E Iffi. (0,5 pt) 

e.	 Démontrer que les points ayant pour coordonnées les solutions (x; y) de (E2) appartiennent à E. 
(0,5 pt). ~ 

Comment peut - on caractériser S ? (0,25 pt) 
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~XERCICE l( 5 points) 

Dans un plan orienté, on considère un triangle . ~ 1 isocèie ABC tel que AB = AC 

....-_. -"::, Tf 

et (AB,AC) =-. 
4 

Soi! Tle point tel que le triangle CAl soit isocèle rectangle avec CC'A,Ci) = _Tf . 

2 
Pour la figme , que l'on complètera en traitant les questions, on prendra AB = 5 cm. 

i. On appelle rA la rotation de centre A qui transforme B en C et rc la rotation de centre C et 
Tl" 

d'angle - -. On notef = rc 0 rA. 
2 

a) Déterminer les images par fde A et de B. 

b) Démontrer quef est une rotation dont on précisera l'angle et le centre O. 
Piacer 0 sur la figure. 

2. a) Morrtrer que les droites ( AB ) et ( OC ) sont parallèles. 

b) En écrivant (OB,A(-::;)=(OË,Oë)+(O(~,AË)+(AB,A(~),donner une mesure 

de l'angle (ÔÂ,A<"~). 
c) Déduire des questions précédentes la nature du quadrilatère ABOC. 

3. Soit S la similitude directe de centre 0 qui transforme A en B On appelle C' l'image de C par 

s. Soit H le milieu du segment [BC ]. On note H' l'image de H par s. 
a) Donner une mesure de l'angle de s. Montrer que C' appartient à la droite ( OA). 
b) Donner l'image par s du segment [ OA ] et montrer que H'est le milieu du segment [ OB J-
c) Montrer que ( C'H' )..1.. ( OB ). En déduire que C'est le centre du cercle circonscrit 

au triangle 0.I3é
LPIG 1BAC BLANC 2003 / Pagcl/3 



EXERCICE 2 ( 5 points) 

On considère un plan affine euclidien rapporté à un repère orthonormé (0,1,]). 

1. a) On désigne par J-fl'homothétie de centre A ( a , 0) et de rapport k, k> O. 

Soit M (z = x + i y). On note M,(ZI) = J-f( M). 
Donner l'expression de z, en fonction de z, a et k. 

b) On désigne par R la rotation de centre a et d'angle 8 . On appelle u le nombre complexe 

de module 1 et cl 'argument e. 
Soit T= R 0 J-{ On note M' = T( M). 
Soit z' = x' + i y' l'affixe de M'. 
Démontrer que z' = k u z + au ( ]-k). 
Indiquer la nature de la transformation T. 
Déterminer l'affixe de son point invariant l lorsque T n'est pas la transformation identique. 

2. On suppose dans la suite que u = i et a = 5.
 
Calculer les coordonnées ( Cl. , ~ ) du point 1 en fonction de k.
 
Déterminer l'ensemble des points l lorsque k décrit t'ensemble des réels positifs.
 
( On remarquera que (J. + kil = 0 ). 
Déterminer les po.ints 1 dont les deux coordonnées sont des entiers relatifs. 

3. On suppose maintenant u = i, a = 5 et k = 3.
 
Calculer les coordonnées du point M'en fonction des coordonnées de M .
 
Soit P le point de coordonnées ( 3, 2 ) Déterminer l'ensemble des points M tels que les trois points M,
 
M'et P soient alignés.
 

'P'ROBLEME (10 points) 

L'objet de ce problème est l'étude de quelques propriétés des fonction f" avec n EN,
 
définies sur ]0 ; +00 [ par:
 

f	 
nlnx

(x) = X-lI--
n	 X 

La représentation graphique de 'Cl dans le repère (O;I,J) orthonormal est notée C 
11 

(unité:2cm). 

Â. Etude des variations de fn • 

1. Soi. , pour tout naturel n non nul, la fonction gn définie sur l'intervalle] 0; +00 [ par: 
2 

g (x) = X - n -1- n ln x . 
n ...

a) Etudiez gn; préciser ses limites en 0 et en +00. 

b) Montrez que gn(X) = 0 admet une solution unique notée Ctn et que cette solution 
est dans [1 ; 3]. 

2.	 Montrez que, sur l'intervalle ]0 ; +00 [, f'" (x) = g n ~x) et déduisez-en le sens de 
v 

variation de Fr,.	 
~.., 

3.	 a) Etudiez les limites de ~l en 0 et en +00 . 

b) Montrez que la droite 'D d'équation y = x - n est asymptote à la courbe C .n 

c) Etudiez la position de C par rapport à TJ . 
n 

n	 n 

LPIG / BAC BLANC 2003/ Page 2/3 



2 

B. Etude des cas particuliers fi = l et fi = 2.
 
1 a~l étant le nombre défini en A.l. , montrez que al =1 et que 1,2 <: Ctz < 1,3.
 
2.	 a) En utilisant les règles sur les inégalités et les encadrements de Uz précédent,
 
montrer que fz(uz) ~ - 1,24. 

b) En utilisant le sens de variation de f2, montrez que: f2(0.2) S ._], 10. 

3.	 Donner les tableaux de variation de f1 et t2. 

4.	 Représentez dans le repère (o},J) les droites 'DI et 1J puis les courbes (et Co' 
o 

5. Calculez, en cm2
, la valeur exacte de l'aire S, de la partie du plan comprise entre C, et les 

droites d'équations x = J, x = 2, Y = O. 

CEtuae des positions relatives des courbes C . 
n 

J.	 Pour tout naturel n non nul et pour tout réel x de ] 0 ; +00 [, calculez ~lx) - t;,,·l(X). 
Calculez la limite en +00 de cette différence. 

2.	 Soit d la fonction définie sur ] 0 ; +00 [ par: 

l ln(x)(I(x) -- + . 
x 

a) Etudiez d, précisez ses limites en 0 et en +00 . 
b) Déduisez de la question précédente que l'équation d(x) = 0 admet une solution unique ~ 

et que ~ appartient à l'intervalle] 0 ; 1[. 
c) Montrez que, pour tout entier naturel n non nul, ~l( ~ ) = ~. 

3. A l'aide des résultats obtenus dans la question 1. et 2. de cette partie c., établissez que toutes 
les courbes C se coupent en un point A 

n 

Précisez les positions relatives de C et de C . 
.	 11. n.1·l 

F
 

lU t 

LPIG /BAC BLANC 2003 1Page3/3 
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Epreuve de mathématiques 
Durée: 4 heures 

l)6partement de mathématiques 

Problème: (11 points) 

Soit la suite (un) définie pour tout enti~r naturel n ~ 1 par: 

n 1 
Un =<L2 

t=1 k 
Le but du problème est d'étudier la limite de cette suite. 

Partie A) : Expression de un à l'aide d'nne intégrale 

1) Calcu1er J = J:(~~ -'ft 
2) Pour tout entierk ~ 1, on pose : 

K = J:C: -},.kk/t 
A raide de deux .intégrations par parties, montrer 

1 
que:K= k 2 

3) Pour tous t de [O;1l']etn~ 1, on pose: 

1
Dn (t) = - +cost +cos2t +...+cos(nt)

2 
utjliser les questions précédentes pour en déduire 
l'égalité: 

u = n
2 

+ rK(~_tln (t)dt 
n 6 Jo 21r )71 

Partie B) : Etude de-l'intégrale 

1) a) vérifier que, pour tous réels a et b: 

2sinbcosa = sin(a+b)-sin(a-b) 

h) En déduire à l'aide d'un raisonnement par 

récurrence, que pour tous n ~ 1et t E ]0; n[ ,on a : 

sin(n+!}
Dn(t) = 2 

. t
28m

2 

c) On considère la fonction g définie sur [O;n] par : 

rg(O) =-1 
1 [2 
I---t
 

lg(/) = 2n- si! =t= 0
 
,... t 

1 ..::sm
!. 2
 

Montrer que g est continue en o.
 
- 1im sinx 1On rappelle que : x~o --= 

X .. 
d) Montrer que~pour tout n ?: 1, on a : 

{"f; (1\)ln ::: Jo g(t)sin n +2" t dt 

] 1t[ h() sinx2) ai Soif XE 0;2 .On pose: x ==----.;

Montrer que h est dérivable sur ]0; ; ( et que 5a 

fonction dérive.e hl est du signe dè la fonction 4l défmie 

par: <I>(x) =x -tanx. 

b) Etudier le signe de (J) en étudiant ses 
variations. 

c) En déduire que la fonction h est décroissante 

sur ]o;%[, puis que: x ~ sinx. 

d) ~~ admet que: \Ix e ]0;~JL ~ sin x ~ ~ x 
_ 2 

Pémontrcr que, pour tout tEr0;1tJ, ona ; 

nit _ 
--;<;; g(t) ~ --. (on pourra poser X =- dans une
22- - 2 

double inégalité) 
3) a) Pour tout entiern ~ l, on pose; 

an = S: sin( n + ~) t dt 

Calculer an . 
b) Montrer que, pour tout n ~ 1, on a : 

na 5,/ s;,H a2 2 "11 11 

En déduire la limite de la suite (ln). 
Partie c) : limite de la suite (un) ,
 
Conclure à partir des questions précédentes (:('n/;:~:ï:;:'':b;:
 

la convergence et la limite de la suite (un) ~
 

Bon courage 1 

/v 
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Epreuve de mathématiques 

Durée: 4 heurts 
Département de mathématiques 
Consignes : 
La p,lsentation de la copie (lisibilité de l'écriture, aération
 
du texte, ...), la cla11é et la concision des raisonnements
 
entreront pour une part importante dans l'appréciation des
 
copies.
 
Exercice1 : Probabilités, probabilités conditionnelles,
 
indépendance, espérance mathématique (.'; points)
 

Le plan est muni d'un repère orthonormé ( 0 , el ' e2 ). 

Une ume contient trois boules indiscernables aù toucher, 

n~érotées 1, 2 et 3.
 

On tire une boule de l'Wlle, on note son numéro x et on
 

la remet dans l'ume; puis on tire une seconde boule, on
 

note son numéro y et on la remet dans l'urne.
 

Toutes les boules opt la même probabilité d'être tirées. 

A chaque éventualité (x; y), on associe le point M du
 

plan de coordonnées(x; y). On note (D) le disque de
 

centre 0 et de rayon 1,7.
 

1) Placer dans le plan les point$ M (x; y) conespondant
 

aux différentes éventualités de cette expérience
 

aléatoire. Quel est le cardinal de l'univers Qassocié?
 

2) On considère les événements suivants :
 

A :« le point M est sur l'axe des abscisses»
 

B : «le P()int M est sur le cercle de centre 0 et de 

rayon 1 » 

Calculer les probabilités p(A)et P (B), où P désigne 

l'équiprobabiHté l'univers il. 

3) Soit X la variable aléatoire qui, à chaque 

éventualité(X;y), associe la somme x2 + y2 . 

a) Déterminer la loi de X, puis calculer 

l'espérance mathématique E(X) . 

On rappelle :E(X)= fxtP(X = XI)' 
lad 

b) SO"it C l'événement: « le point M appartient 

au disque (D) )}. Montrer que : P(c) =: . 
4) On effectue n fois de suite, de façon itidépendante, 

le tirage de deux boules successivement et avec remise. 

On obtient ainsi n points du plan. On désigne par Y la 

Bon courage! 

variable aléatoire donnant le nombre de points 

appartenant à (D) à rissue des n tirages. 

a) Expliquez pourquoi Y suit une loi binomiale; 
préciser ses paramètres. 

b) Soit 05 k sn. Quelle est la probabilité que l'on 

ait kpoints appartenant à (D) ? 

c)Donner E(Y) et V(Y)= E{yZ)-(E(y)t 

Exercice.~: AppliClltions «/fln~ (4goi'!!!)
 
Le plan est muni d'un repère (0, el , e2 ). On admettra
 

les résultats suivants :
 

a) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
 

application du plan dans lui-même soit affine est que son
 

expression analytique soit de la forme:
 
...... 

(x' :::: ax + by + c
 

LY' =a'x+b'y+c'
 
a,b,c,a',b',c' étant des nombres réels donnés. 
b) Une application affine admettant l'expression 

analytique de hl forme précédente est une transformation 

affine si et seulement si le nombre 

o b 
= où'::.. a'b est différent de zéro ; a' b' . 

1) Lt: plan étant muni d~un r~re(OJ,J), pour tout 

nombre réel ex • on considère l'application plane fa qu~. à 

toutpoint M(:x;y) a."lsocie le pointM'(X,';yl) tel que: 

X 
l = (a+l)x- y
 

{
 y'=:(a+2)x-2y 

Montrer soigneusement que h est une appH~tioL\
 

affine.
 

2) a) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles i,. ,,':~'
 

bijective.
 

b) DétertniJier a pour que la composée fa 0 ft ::JU~" 

égale à l'identité du plan. 

3) Déterminer Pensemble des points invariant.'l pW' 

fa (on discutera suivants les valeurs de a). 

4) Déterminer la nature géométrique et les éîém,:.;;:l;s 
caractéristiques de ft. 
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Durée: 4 heures Coéf. : 5 

ERXERCICE 1 : (5 pts) 

le plan est muni d'un repère orthonormé (0, ï, J). On considère l'application affine f du 

plan dans lui -même qui au point M (;) , associe le point M' (;:) tel que: 

a et b sont deux réels non nuls et on note <p l'application vectorielle associée à f. 

Partie A: 

1) a- Déterminer <p(Ï) et <P(]l dans la base (ï, 1). 
b- Montrer que f est une transformation du plan. 

2)	 On désigne par N(~) un point du plan. 

a- Déterminer l'ensemble (El) des points N pour que f soit un déplacement. 

b- Déterminer l'ensemble (Ez) des points N du plan pour que f soit un ~nti

déplacement. 

Partie B: 

Dans la suite on prend on prend a = b = 1. 

1) f est - elle un déglacement ou un anti - déplacement?
 

2) Quel est l'ensemble des points invariants par f? En déduire la nature exacte de f.
 

3) Déterminer l'expression analytique de fof.
 

4)	 Déterminer le vecteur il et la droite (0) de vecteur directeur il tels que f =sot =tos, t 

étant la translation de vecteur il et s la symétrie orthogonale d'axe (0). 

Exercice 2 ( 3pts) 

1) Etablir que quels que soient a, b, c appartenant à (N- tels que bc> a : 

PGCD(a, b) = PGCD( b, bc-a). 

2) Montrer que pour tout n E IN" , PGCD (5n3-n ,n+2) = PGCD(n+ 2, 38). 

3) Déterminer l'ensemble des entiers naturels n tels que n+2 divise 5n3 - n. 
4) Quelles sont les valeurs possibles de PGCD(Sn3-n ,n+ 2) ? 



PROBLEME (12pts) 

Partie A (3pts) 

On donne un entier naturel n strictement positif et on considère une équation 

différentielle: 

1} On fait l'hypothèse que deux fonctions 9 et h, définies et dérivables sur IR , vérifient 

pour tout réel x: g(x) = h(x)e-X 
• 

n 
a) Montrer que g est solution de {En} si et seulement si, pour tout réel x, h' (x) = x 

n! 

b} En déduire la fonction h associée à une solution g de (En), sachant que h(O) = O. 

Quelle est alors la fonction g ? 

2) Soit <p une fonction dérivable sur IR . 

a) Montrer que <p est une solution de (En) si et seulement si cp - g est une solution de 

l'çquqtion (F): yi t y = 0
 

b) Résoudre (F).
 

c) Déterminer la solution générale cp de l'équation (En).
 

d) Déterminer la solution f de l'équation (En) vérifiant f(O) =0.
 

Partie B :{ 3,5 pts} 

Le but de cette partie est de montrer que lim ln 1 
=e (on rappelle: O! = 1 ).

k! 
n-H«J k=O 

x1) On pose pour tout réel x ,fO(x)= e- et fl(X)= xe-x. 

al Vérifier que f l est solution de l'équation différentielle yi + y = fo .
 

b} Pour tout entier stricte'ment positif n, on définit la fonction fn comme la solution de
 

l'équation différentielle yi + y =fn-l vérifiant fn(O) = O.
 

En utilisant la partie A, montrer par récurrence que, pour tout réel x et tout entier n ~ 1 : . 
fn(x) = 

~ 

n!e-x 
. 

2)- Pour tout entier naturel n, on pose In = fol fn (x)dx. {on ne cherchera pas acalculer In }. 

a) Montrer, pour tout entier naturel n et pourtout élément de [0; 1] , l'encadrement 
n
 

o< ln (x) $ x . En déduire que 0 < ln ::; -(1) puis déterminer la limite de la suite

n!' n+l !
 

(ln ).
 
1b) Montrer pour tout entier naturel k non nul, l'égalité fk - Ik - =_2. e1 k! 

c) Calculer 10 et déduire de ce qui précède que In =1 - l
n 

.=0 

d) En déduire finalement que: l im 't ~! = e 
n4-t-o'.\ k=O 



Partie C :( 2,5pts) 

Le but de cette partie est d'étudier le comportement des suites de termes,généraux 
x n	 nn 

h'(x) = - (pour x > 0) et h'(n) =-. 
n!	 ~ 

1)	 Soit x un nombre réel positif ou nul et k un entier strictement supérieur à x. 

a) Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier n supérieur ou égale à k , 
k n kk 
-< 
n'	 - k' 

b) En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal 

x n 
c) Montrer que lim;! =O. 

n-.oc· 

nn-l. n n n n . 
2) a- En remarquant que -- = - x - X ... x - x -, montrer que, pour tout entier n 

n! n n-l 3 2 ' 
n-1 

supérieur ou égal à 2, _n_ ~ 1. 
n! 

.	 nn 
b-'En déduire que hm n! = +00 

Il-+a') 

Partie 0 : (2,Spts) 

1) Démontrer que pour tout réel x ~ 0 et pour tout entier n~ 0 ,on a :
 

(1 + x)ll ~ 1 + nx .
 

2)	 On dispose de n boules numérotées de 1 a ~ . On les tire successivement et on les place 

toutes au hasard dans n boîtes (chaque boîte pouvant contenir de 0 à n boules) . 

a) On désigne par Pn la probabilité que chaque boîte contienne exactement une boule. 
n! 1

Montrer que Pn =li =-,- . 
n h (n) 

b) En utilisant 1- D, montrer que pour n > 0, on a : ~ 2. 

En déduire que Pn:S: -2- .
2 n	 1-

c) Quelle est la limite de Pn quand n tend vers + oo? Ce résultat est - il prévisible? 
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]Exercice 1 (5 points)
 

DaIl$le platl (P) muni d'yn, repère,orthoP-Qn:uç (Q,7;],);.on çonsidèrela, ~W"b.e Cf)
 
2ttelle que: Cf) = {M(x,y) E(P)! x	 - y2 = 1et x> o}. 

11.	 a) Quelle est la nature de Cf) ? 

b) Dqurter la repréS~I\tation gra,phiql,l,e;de (f)ç4msJe repèr,è (Q,7,j),lluitÇ:, 4 '2W·
 
,22. a) Montrer qu.e si Mappartient à. Cf), il existe un unique>réelJ tel que: '
 

x+y=el
 

{x-y=e-t 
•
 

'.. 
b) En déduire une représentation paramétrique de Cf). '.
 

3t Soit S' latiartsformattoil'dl1 plan (P) dans lw-même qui, à tout M(x ;y), 'associe le
 

POint M'(x' . y') tel que: {Xl = x- y	 .' " , yl=X+y 

a) Montrer que S est une similitude directe dont on précisera l~s élé~e~ts c~téristiques. 
,.' b) Détenniner une équation cartésienne de la courbe Cf') ,image de, Cf) 'p~, s. 

,#. ' On considère le point Ml de paramètre t = ln 2 et le point M2 symétrique de Ml par rapport à 
l'axe,des abscisses. " '
 

?' ('a) Montrer que les points NI = S(Mt} et N2 =S(M2)SOrit symétriques par rapport à
 
. la droite d'équation y = X • '
 

b) Calculer l'airë cA CE) en unités d"aire de la 'surrace (1:) limitée par rONd, (ON21 et 

l'arc N--LN2 de (f'). 
,~.....	 ~ 

c) En déduire l'aire cAcn) de la surface (il) limitée par (OMtl, [OM2] et l'arc M 1 de (f). 
.	 

M 2 
~	 ~ 

"':J. C') 'l" """,~",,;\,;,. ""\';hl",( (J1'-"'ll"}-'U 'Î '" ,I,"f' '(',1.,'::':. " : .•.. ,..,. 
]Exercice 2 (4 points) ," . .! " \ 

ll. On donne l~équation~érentielle (E): y" = -y. "
lI. a) Résoudre l'équatio-n différenti~lle (E).' 

b} Détenniner les solutions particulières!et g vérifiant :j{Q) = S',f' (0)= 0, g(0) ='0 et g'(0) = 3. 

72.	 Soit (~la courbe de représentationparametrique {~ "jJ::os(J',B E:IR dans le plan muni d'un 

repère orthonormal (0,;;,;). 

a) Détenniner une équation cartésienne de (~ dans le re~re (0,;;,; J.
 
b) En déduire la nature de (~.
 

m:	 Dans le r~re (0,;;,;), on considère les points A(-l ; 0),1(4; 0) et l'ellipse (lg) de centre l, dont
 
un sommet estA et un foyer est le point O.
 

11.	 a) Déterminer les troi~ au:tres sommets de (~. 

b) Calculer l'excentricité de (~), puis donner tine équation de la directrice (§» associée au foyer 0 

dans le repère (0,;;,;). 

-~.!!!!!!!!!!!!!!!I!!!I!!!!II!!!!!I!!I!!!II!!!!!!!II!!!!!!!!!!!!!!!!II!!!!!!!!!!!!!!!!II!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!'!!!!!!!!!!!!!'!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!II!!!!!!!!!!!!!!!!!!II!!!!!!!!!!!!!!!!!e 
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c) Détenniner.uneéquationd,~ {%)'dans lé rePère (1,' ;,;' )~~puis montrer que ()g)= (~, (~étant la 
courbe du 1. 2). ..":'. ,...... .." '" 

2.	 À tout réel () de l'intervalle' [0; 7r) .. on associe :1'équation : ~2 - 2(4 + 5cos O)z +(4 cos B+5)2.,::::: 0 , 
a) Résoudre cette équation dan.s C. l"~ 

b) Lorsque () appartient à l'intervalle ]0;4r(, oD;p-?teL2;l,la solution de l'équation dont la partie 

imaginaire est positive, et Z2 l'autre solu~on. Soit Ml et M2les points d'affixes respectives Zl 
-+ -+ 

et Z2. Donner en fonction de (), les coordonnées de Ml et M2dans le :t~père {O;ll,-v')i ., ,','. 
.	 "f '. '" 

c) En déduire lê lieu deS points Ml:;'puis celui des points: 'M2 Iorsque:() décrit l'intervalle ]O;1r[ . 

)problème (lI points) , ;. '" v; ." ! 
Les parties B etC sont indépen$ntes. " . ' . 

Pour les représentationsgrnphiques de'ëe problèmè~l'ûrûtê:ê1:ioisie est 2 'cm; itcoIiVientde:placer 
l'axe des ordonnées suffisammentàgauche'de:lafeUille:de·papiertIiiUÙI.létré afin de réserver 16 cm 

]pour le demi-axe des abscisses positives., 

PartieA Étuded'linefonction .... :.,', ,,',.' '. ':""i"'.. ,,' .. ) 

Soitfla fonctio~ ~éfinie~ [0; i:;oo[PaJ: I(~)' .~(1 ~Jnx) si x·~ o.,:,etft~i:~"o. p~I).ote (~) sa 
'.	 )., . -. -+ 

'courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthononné (O,ï, J). ;", 
1.	 Justi~r 9~~ j~st ~ntin~.~Jo;+ 00[. ,. '.' 

., ..	 . .;;.2.·'~; ~é~e~ér'I~1~m;ited~'j(~)q~d~;'t~nd~ë~s 'O. d> .....
 

:; , ,.•::. ,..:,. ,.:.::"", . . '. ,··.X'·: ., ': .. '. ;' .' ':, :. ". ;.. .: ..::':
 
b) Que peut-on en déduire pour la fonction f? ,
 
c) D~)lmer9.Jle~iPteWréta1ion ~hiq~e.!~e c.e",~w. ..'. .' :,. ':;' .. ,. ;:,; .
 

3.	 a) Étudier lalimite de f en'+oo""",. 

<b) .·,Étudier !esvari~t;i9:qsd~f, plJ.Îs~~rJe.tabl~ d~v~ations e<>mplet d,et.·::· 
4.	 a) Écrire une équation de la tangente Cf) à (~ en son point d'abscis~'e~, '\
 

b) Tracer CD et (%) en précisantla tangente. au, point O. ',.
 
.. :.. ~: " ..' .,: ~ 

Partie B Calcul intégral: calcul d'aire et étude d'une fonction définie par une intégrale. 
1. On désigne par a et x des nombres réels striotement positifs.	 . _':~:.,:", 

Calculer l'intégrale1: f(t)dt, à l'aide d'~ne inté~#oîipar~~#;::;,:,.:':'.:' I:" ';,' 

... 2,.: Soit a unnombre réel strlctementpositifet .9'!(a) en ·cm2 de la partie du plan délimitée par 

.', l'~edes,~bsd~s,1~ÇQurbe(~~tl~:~ites9'éq~o~.~.~a~t~;::=,~~'.,. 

'. 'a) M~ntrer quec9f(~)= 4L"f(f)di. (à~ di~tinguerade~ cas:' a ~eet a>e) 

Calculer c9f(a) en fonction de a. ,"." " : ' l. 

b) Calculer la lin?ite dec9f(ex) lorsque a tend vers O. _. .. 
c) Détenniner a tel que : a>e et af'(a)=e2• ;' . . i' .•. 

J••.. . 3. Soit x mirée! d~ [0; +06( Prouve~ l'eXiStenc.e de'i,;~tégraIe LX f(t)~i . 
. ~'., ..., 

.. , '.. 4.:~~tFlafo~~tiondéfini~~[O;~oo(p~:.~(X),~:L~f(t~dL:· ,. 

Montrer que F est dérivable sur '[0; + oor et préciser sa fonction dériv~.. 

Quelle est la limite deF en 0 ? 
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5.	 a) Déduire du B 1. que:· pour x> 0, F(x) -F(l) = ~ (3-2lnx)- ~ . 

b)	 Calculer la limite de ~ (3 - 2ln x) -~ quand x tend vers O. 

En déduire la valeur de F(l), puis montrer que si x > 0, alors: 
2 

F(x) = ~(3-2lnx). 

Partie C Étude d'une fanùl1e de fonctions 

À tout réel k, on associe la fonction h définie sur [0; +oo[ par: 

Ji(O)=O,etsix>O, Ji(x)=x(k-lnx). 
-+ .... 

On désigne par (~) la courbe représentative de Ji dans le repère (0, i, j). 

1.	 Soit a un réel strictement positif, Ak le point de (~) d'abscisse a et (Tk) la tangente à (~) au 
pointAk. 
a) Détenniner l'ordonnée du point d'intersection de (Tk) avec l'axe des ordonnées. 
b) En déduire que, lorsque k décrit lm., les tangentes (Tk) sont concourantes en un 

• même point de l'axe (0, 
-+ 

j ). 

2.	 a) Montrer que l'homothétie de centre °et de rapport ek transfonne la courbe (%» en la 
courbe (~). 

b) Vérifier que la courbe (%) est la courbe (~ tracée au A 4.b). 
c) Par quelle transfonnation usuelle, la courbe (~) se déduit-elle de (%) ? 
d) Construire (%» sur la même figure que (%) ainsi que ses tangentes en ses points 

d'abscisses l et 1. 
e 

3.	 Déduire, dans le repère (0,i,]), le tracé.de (%) de celui de (%» sur la même figure-que ('%) 

et (~), puis construire les tangentes à (%) en ses points d'abscisses e, e2 et 1. 
On fera apparaître sur le graphique le point d'intersection des tangentes aux;po~bes (%», (<et) 
et (%) aux points' de ces courbes d'abscisse 1.	 . '. 
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EXERCICE 1(5 points)
 

1.. Soit la suite (Un)' définie par U l =~ et par la relation de récurrence Un+l =~ un + ~ .
 

a) Soit la suite (vJ définie pour n~l par vn =un - ~ ; montrer que (vJ est une suite 

géométrique dont on précisera la raison.
 
b) En déduire l'expression de Vn en fonction de n, puis celle de Un'
 

2. On considère deux dés, notés A et B. le dé A comporte trois faces fouge et trois faces
 
blanches. Le dé B comporte quatre faces rouges et deux faces blanches.
 
On choisit un dé hasard et on le lance : si on obtient rouge, on garde le même dé, si 0 obtien;'
 
blanc, on change de dé. Puis on relance le dé et ainsi de suite.
 

On désigne par An l'événement «on utilise le dé A au nième lancer », par ~An· l'événemc'.: 

Gontrnire de An' par Rn l'événement «on obtient fouge· an nième lan~ef» et par Y< 
l'événement contraire de R . par a et ries ·probabilités respectives de A et R . 

n'" n n	 n n 

a) Déterminer al . 

b) Détenniner ~ ; (pour cela, on pourra s'aider d'un arbre.) 

~. 1 2 
;'::;~	 .l\:lontrer que r =--a +-. 

n n6 3 

d) Montrer que, pour tout n ~ 1, An+1 = (Rn n An) U (An n l{ ).." 

,. T:' d 'd .	 1· 1 1 . d" .r.' dçi nil e nIfe que pour toutn ~ , Qn+1 = 6 an + 3' pUIS ~ternllner an en LonctIon en. 

f) en déduire l'expression de r
n 

en fonction de n puis la limite de r
n 

quand n tend vers + c. 

:~XERCICE 2(5 points)
 

')allS le plan orienté on considère un triangle isocèle tel que AB = AC et (AB' 1 AC') =
 

'~~:!jt l le point tel que le triangle CAl soit rectangle et isocèle avec ( CA' 1 CT) = _::. 
. 2
 

:~t'}!u'lafigure, que l'on complètera en traitant les questions, 011 p1'endra AB = 5 C11L
 

1.	 On appelle TA la rotation de centre A qui transforme B en C et TC la rotation de ce~tre 

C et d'angle -~. On pose f = TA 0 TC' 

a) Déterminer les images par f de A et de B. 
b) Démontrer que f est une rotation dont précisera l'angle. On désigne par 0 son 

centre..
 
c) Démontrer que ABOe est un losange.
 



f 

l'
./

;" 

.2. Soit s la similitude directe de centre 0 qui transfonne A en B. On appelle C'limage de 
C par s, H le milieu du segment [BC) etH' son image par s. 
a) Donner une mesure de l'angle de s. Montrer que C' appartient à la droite (DA). 
b) Donner l'image par s du segment [DA] et montrer que Hf est le milieu de [OB). 
c) Montrer que (C'H')est perpendiculaire à (OB). En déduire que Cf est centre du 

cercle circonscrit au triangle OBC. 

PROBLEME (10 pointS) 

([(0) = 0
 

On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par: {[(1) = 1 . '.
 
[(x) = -

t-l 
si·t E ]0 ; 1[
 

lntt 
On appelle ce la courbe représentative de [ dans un repère orthonormé (0 ; -r,n·
 
Le but du problè e est d'étudier f et de calculer l'intégrale:
 

J
1

1 
ft)dt 

A-Etude de! 
....	 .... 

1.	 a) Montrer que [ est continue en 0' et en 1. 
b) Montrer que f est dérivable sur]O ; 1[. 
Calculer f /Ct) et montrer que f' (t) a le même signe que <PCt), où· <p est la fonction 
définie sur]O ; 1( par : 

1
<pet) = ln t - 1 + -. 

t 
c) Etudier les variations de cp ; en déduire le signe de ff. 

2.	 Etudier la dérivabilité de [ en 0 ; que peut-on en déduire pour la courbe 'e? 

3.	 a) Prouver que, pour tout élément u de [0 ; ~] : 
o < _1_ - (1 + u) < 2u2 

l-u 

En déduire que: 0 < -ln(l- u) - (u + ~') < 2~3.
 
b) Soit 9 la fonction définie sur]O ; 1[ par:
 

1 
g(x) = tex) . 

Prouver, que pour tout élément h de [-:- ~ ; 0] : 
h 2h2 

o < g(l + h) - g(l) + 2" < 3
 
En déduire que 9 est dérivable en 1 et préciser g' (1).
 

c) En déduire que f est dérivable en 1 et prouver que ['(1) = ~.
 
2 

4.	 Tracer la courbe ~.(unitégraphique la cm) . 

..
 



· 
B ~ Calcul de l'intégrale 1
 

Pour tout élément x de ]0; 1], on pose: [(x) = f: f{t) dt et J(x) = f: f~t) dt.
 

(On ne cherchera pas à calclller ces intégrales.)
 

1.	 Soit K la fonction définie sur ]0; 1] par :.
 

K(x) = j(x2 ) - j(x).
 

a) Montrer que K est dérivable sur ]0; 1] et que
 

K'(x) =2:[f(x) - 2f(x2 )].
 
x 

b) Prouver que, pour tout élément x de] 0; 1]: 

f(x) - 2f(x2 ) = -xf(x). 

c) En déduire que, pour tout élément x de ]0; 1J: 

[(x) = L~ t- l dt. (1)
:;{; t 1nt 

2. Calculer la dérivée de la fonction 'JI : t H ln(-ln t) sur ]0; 1]. 

En déduire que, pour tout élément x de ]0; l[ :
 

J~ -=.!:... dt = ln x. (2)

x tint 

3. Prouver que, tout élément 0 <	 t < x < 1: 0 <: - -11 < _.2:-. 
nt lnx 

En déduire que, pour tout élément x de ]0 ; 1[ : 

o< IIx .!!!.I < -~. (3)- x2 1nt - lnx 

4. A partir de (1). (2) et (3), déterminer la limite de 1(x) lorsque x tend vers O. 

5. Etablir que, pour tout élément x	 de] 0; 1]: 

1 - I(x) = f; f(t)dt. 

En déduire que 0 < 1- I(x) < x. 

6. Prouver finalement que 1 = ln 2. 


