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MATHEMATIQ-UES
 

Série C Durée: 4 H
 
Coéf:5
 

EXERCICE l ( 5 points)
 
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2 .
 
On imagine n sacs de jetons S1, . . ., Sn .
 
Au départ, le sac SI contient 2 jetons noirs et 1 jetons blancs, et chacun des autres sacs contient 1 jeton noir et 1 jeton
 
blanc.
 
On se propose d'étudier l'évolution des tirages successifs d'un jeton de ces sacs, effectués de la façon suivante:
 

- Première étape : on tire au hasard 1 jeton de 51 .
 
- Deu.xième étape : on place ce jeton dans 52 et on tire , au hasard , un jeton de 52 .
 
- Troisième étape: après avoir placé dans 83 le jeton sorti de S2 , on tire au hasard, un jeton de S3 .... et ainsi de suite ...
 

• 0 .0 
SI	 52 S3 

Pour tout entier k tel que 1:5 k :5 n, on note Ek l'événement:	 « le jeton sorti de 5k est blanc » 
et Ek l'événement contraire . 

1°) a) Déterminer la probabilité de El , notée P( El) et les probabilités conditionnelles: 

P( E2 / El ) et P( Ez / El ) .
 
En déduire la probabilité de Ez , notée P( E2 ) .
 

b) Pour tout entier naturel k tel que 1:5 k :5 n, la probabilité de Ek est notée Pk
 

Justifier la relation de récurrence suivante: Pk+J ==.!. Pk + .!. 
3 3
 

2°) Etude d'une suite (Uk ):
 ~'?;·1 
On note (Uk ) la suite définie par U I == et pour tout k 2: Uk+l == -

1 Uk +-1
 
3 3 3
 

a) On considère la suite ( Vk) définie par, pou tout élément k de IN*, Vk == Uk - .!. . 
2 

Démontrer que (Vk ) est une suite géométrique . 
b) En déduire l'expression de Uk en fonction de k . Montrer que la suite ( Uk ) est convergence et préciser sa limite 

3°) Dans cette question, on suppose que n == 10 . 
Déterminer pour quelles valeurs de k on a: 0,4999:5 Pk :5 0,5 . 

EXERCICE 2 ( 5 points)
 
1°) Montrer en utilisant l'inégalité des accroissements finis appliquée à l'intervalle [k , k + 1] (kE IN*) que:
 

-k1 :5 In(k+1) - Ink :5 .!. . 
+1	 k 

1 1 +_12°) On note U la suite définie sur IN* par : U == 1+- + - ...Il 

2311 

Utiliser 1°) pour montrer que: V n E IN* , Un + --
1 

-1:5 In(n+l) :5 Un 
n+l 

InUn3°) A l'aide de 2°) démontrer que lim Un P1ÙS lim r; 
n-++oo n~+oo 11 

4°) On pose, pour n E IN* , Vn == Un - ln n . 
Démontrer que la suite V est décroissante, puis qu'elle est convergente. 

k 1
5°) Montrer que V k E IN*:	 .!. _r+ dt = rI Il du ( écrire _11_ =.!.. __1_ ) 

k Jk t JOk(k+u) k(k+u) k k+u . 

n 1
 
En déduire que: V n E IN* , Vil = ~ r U dU+ln(l+.!.).


,'-dOk(k+u) fi 
k=l 

fl 

6°) A l'aide de 5°) montrer que : V 11 E IN* Vn >- ~---lr 1 ) 
- 2 ,f:îk(k +1) 

( lninorer chaque intégrale en remarquant que VUE[O;I] ,	 _u_._< Il )
 

k(k+l) - k(k+u) .
 

1 



-- -- --

n 1 1 1 1 
7°) Calculer Hm'L-- ( remarquer que --:----- ).

k(k +1) k k + 1 
II-l>+oo k=l k(k +1) 

TI 1
En déduire: lim Il n ~-

n-l>+oo 2
 

PROBLEME ( 10 points) 

Sauf pour les notations , les trois parties du problèmes sont indépendantes .
 
P est un plan orienté muni d'lm repère orthonormal (0; Ü, li); C est l'ensemble des nombres complexes; i est le nombre
 

complexe de module 1 et d'argument!!... . Les affixes des points de P étant toujours données par rapport au repère (0; Ü, li) , 
2 

fet g sont les deux applications de C vers C définies. '<:j ZEe, par: { fez) = Z3 1- 4(1~ i )Z2 - 2( 2 + 7i)z - 16 + 8i 

g(z) = Z3 + 2 - 2i . 

Partie 1 
1°) Déterminer le module et lil argument de chacun des nombres z vérifiant g(z) = 0 . 

Représenter les points dont les affixes sont les nombres trouvés et démontrer que ces points forment un triangle équilatëral . 
2°) Démontrer qu'il e~iste un et lm seul réel r, que l'on déterminera, qui vérifie f( r) = 0 . 
Déterminer les deux nombres complexes a et b de façons à avoir: fez) = (z - r)( Z2 + az + b) , '<:j ZEe. 

3°) Résoudre l'équation: ZEe, fez) = 0 .
 
Démontrer que les points dont les affixes sont les solutions de cette équation forment un triangle rectangle dans le plan P .
 
4°) A, B , C sont les points de P dont les affixes respectives sont: - l + 3i , 1 + i , - 4 .
 

Déterminer l'affixe du barycentre G des points A, B , C affectés respectivement des coefficient 4, 3 , 5 . 
SO) On désigne par hl'application de P vers IR qui à tout point M de P associe le réel : 

MAAlB+2 MBMC+3MCMA 

Calculer h (C) . Exprimer heM) en fonction de 1~.fGI12 et h(G) . Déterminer et dessiner l'ensemble d;s points M de P qui 

vérifient h( M ) = 18 . 

Partie n 
A tout point M de P d'affixe Z on associe le point M' de P d'affixe fez) - g(z) .
 
1°) Déterminer les coordonnées ( x' ,y' ) de M' dans le repère (0; Ü, li) en fonction des coordonnées ( x , y) de M dans le
 
même repère .
 
2°) A , B , C sont des points définis au 1- 4°). Donner une équation de l'ensemble (HI ) des points M de P tels que 0, B et
 
M' soient alignés. Démontrer que (Hl) est une hyperbole dont on précisera le centre et les asymptotes.
 
3°) Donner une équation de l'ensemble ( H2 ) des points M de P tels que 0, 1et M' soient alignés, 1étant le centre de gravité
 
de A , B , C . Démontrer que ( H2 ) est une hyperbole dont on précisera le centre et les asymptotes : on pourra , par exemple ,
 
donner tme équation de (H2 ) sous la forme y = <j'ex) .
 
4°) Démontrer qu'un point M est conmlun à ( Hl) et ( H 2 ) si et seulement si , M'est confondu avec O.
 

Résoudre l'équation : ZEe, fez) = g(z) .
 
En déduire les points commnns à (Hl) et ( H2 ). Construire (HI) et (H2 ) dans le repère (0; il, V) .
 

Partie nI 
Un mobile du plan P a son affixe z(t) donnée, en fonction du temps t, par : z(t) = f( it) + 10 - 6i , 

quand t décrit l'intervalle [ 0 ; 2] de IR. On notera M(t) le point correspondant à l'instant t. 
1°) Détemliner les coordonnées ( x( t), y( t ) ) de M( t ) dans le repère (0; il, li) , ainsi que les coordonnées dans la base 

( il, li ) du vecteur vitesse du mobile à l'instant t .
 

2°) Faire un tableau indiquant les variations de x et de y en fonction de t .
 

3°) Construire les points de la trajectoire du mobile correspondant alL" valeurs: 0 .!., ~ l 7.. ,2 du réel t et un vecteur 
, 2 3' '4 

directeur des tangentes à la traiectoire pour les valeurs: 0 ~ 7.. 2
" . 3 ' 4 ' . 

Tracer la trajectoire pour t E [ 0 ; 2 ] . 
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