B: 2086

BUREE 04 HEURES

Le candidat doit traiter les deux Exercices et le Probléme.

EXERCICE 1

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. On désigne par J le centre du carré
BCGEF.
On munit I’espace du repére orthonormé direct (A; AB, AD, AE)-

H . G

o

1°) a) Justifierque AB- AC+ AD = 0-
b) Déterminer I’ensemble (&%) des points M de I’espace tels que :
(MB - MC + MD) - (MB - MC) = 0-
2°)  Soit t I’application de ’espace dans lui-méme qui associe & tout point M,
le point t(M) = M’ tel que:
MM' = ME - 2 MC + MD-
a) Déterminer la nature de t et préciser son élément caractéristique.
b) Déterminer I’image de (&) par t. |
3°) Démontrer qu’il existe une homothétie h dont on précisera le centre [} et

le rapport K telle que h(J) = A et h(B) = H.

1 1
) *) un point de I’espace.

2
4°)  Soit S (— =
3 3
a) Démontrer que SABCD est une pyramide.
b) Calculer le volume de I’image de cette pyramide par t 0 h.
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EXERCICE 2

1°) Justifier que dans I’anneau (Z /g7, +, X), S est inversible et trouver son
inverse.

2°) Résoudre dans 7Z /g7 l’équation A = 4.

3°) Résoudre dans (Z /82) le systéme :

S5x + 6) 3

s e s

4°)  Déterminer tous les entiers naturels n tels que n X 7% 4+ 4n -1 soit
divisible par 8.

PROBLEME

f estla fonction de R vers R définie par:

f(x)= In|x| - HM

On désigne par (() la courbe xeprésentative de f dans le plan muni d'un

repére orthonormé ((), , D.

Partie A
1°)  SoitD I’ensemble de définition de f.

a) Démontrer que D = R™.

b) Etudier les limites de f aux bornes de D.

¢) Etudier les branches infinies de (C).
2°)  Justifier que f est dérivable en tout pointde D et qu’on a:

pour tout X élément de D,
f'(x) = O(,k) avec g(x)=Inlx| + x -1

- 3°) a) Etudier les \rauanns de la fonction g.

b) Démontrer que, pour tout X élémentde |— oo ;0[ , g(x) <O0-

¢) Calculer g(1). En déduire le signe de g sur ]0; + oo .
4°) a) Dresser le tableau des variations de f.

b) Tracer la courbe (C).
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5°)  Soit m un nombre réel.
En utilisant la courbe (C), déterminer suivant les valeurs de m le nombre
de solutions de I’équation f (x) =m. On précisera en particulier les
solutions de I’équation f (x) = 0.
6°) Calculer I’aire du domaine du plan délimité par la courbe (C), l'axe des
abscisses et les droites d’équations X = 1 et X = ¢€. .
7°)  Soit la fonction Uu: ]-OO ; O[ — R
x +— f(x)-
On désigne par (Cy) la courbe représentative de u dans le repére
(0;1.))
a) Démontrer que U est une bijection.
b) Soit (I') I'ensemble des points du plan dont les coordonnées. (X, V)

vérifient :
{x eR, y< 0
x = u(2y) -

Démontrer que (I') est I'image de (Cy) par la composée de deux
transformations simples du plan que I'on précisera.
Lapss uneg HAY 3OS,
Partic B
8°) Démontrer que, pour tout il élément de IN", I’équation f(x) = % admet
une solution unique dans [1; + oo .
On note o, cette solution.
On obtient ainsi une suite numérique (o<,), > 1.
9°) a) Démontrer que la suite (), > 1 est décroissante.
b) Démontrer que la suite (<), > 1 est convergente.
10°) Onnote £ lalimite de la suite (0¢;) = 1.
a) Justifier que € € [1; + oof.
b);: upe Aousap . Justifier que f (10) = {3,
¢) Endéduire ¥.



